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1 Einleitung

Die grundlegende Grofle in der Informatik ist die Datenmenge als Tréager von Informa-
tionen iiber beliebige Doménen. Eine Information wird hierbei durch eine Anordnung
bzw. Struktur der Datenmenge abgebildet. M6chte man solchen Strukturen die Infor-
mationen aus der Datenmenge ermitteln, folgt u.a. die Moglichkeit Strukturen zuerst zu
detektieren, um sie im Folgenden informationsgewinnend interpretieren zu kénnen. Die-
ser Problematik widmen sich zwei Teilgebiete der Informatik: zum einen Data-Mining,
welches auf statistische Verfahren setzt, und zum anderen die visuelle Analyse, die bild-
gebende Techniken (Visualisierungen) verwendet.

1.1 Visualisierung

Unter der Visualisierung von Daten versteht man einen Prozess, dessen Ergebnis die vi-
suelle Repréasentation einer Datenmenge ist. Die Grundidee dabei ist, die visuelle Wahr-
nehmung des Menschen auszunutzen, und ihm abstrakte Daten visuell leicht zugénglich
zu machen. Dafiir ausschlaggebend ist die ausgepragte Fahigkeit des menschlichen visu-
ellen Systems Strukturen, Formen und Farben intuitiv und kontextbezogen wahrzuneh-
men. Zusétzlich zu der dadurch ermdéglichten Mustererkennung unterstiitzt die visuelle
Wahrnehmung die Informationsverarbeitung in weiteren Aspekten. Zunéchst kénnen ab-
leitbare Informationen aus der Datenmenge in einer Visualisierung direkt dargestellt und
parallel verarbeitet werden. Weiterhin verringert sich der Suchaufwand, da bestimmte Vi-
sualisierungen grofie Datenmengen kompakt und entsprechend eines AhnlichkeitsmaBes
gruppiert darstellen. Zuletzt ermoglicht die Parametrisierung der Visualisierungsverfah-
ren eine interaktive Suche durch die Datenmenge [CMS99).

Die Abbildung der Datenmenge erfolgt dabei zumeist als orthogonale Abbildung auf
ein zweidimensionales Ausgabemedium (z.b.Monitor, Ausdruck auf Papier). Hier zeigt
sich die grundlegende Problemstellung fiir die Visualisierung mehrdimensionaler Daten-
sitze: Bei einer direkten orthogonalen Darstellung von Rd&umen mit mehr als 2 Dimensio-
nen konnen Verdeckungen auftreten und bei mehr als 3 Dimensionen versagt die intuitive
rdumliche Wahrnehmung.

Das Ziel des Fachgebiets der Visualisierung ist, solche Verfahren zu erforschen, die
entsprechend ausdrucksstarke und leicht verstidndliche Visualisierungen performant pro-
duzieren. Die visuelle Représentation der Daten bildet eine Schnittstelle zwischen Daten
und Betrachter und dient damit als Grundlage in Entscheidungs- und Auswertungspro-
zessen. Sie vereinfacht die Analyse der Daten und ermoglich prinzipiell die Trennung
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von relevanten Informationen. Dies beschleunigt die Entdeckung innerer Zusammenhén-
ge, Konzepte und Modelle sowie die Uberpriifung von Hypothesen beziiglich des Da-
tensatzes. Ebenso wird das Verstdndnis bei der Kommunikation und Présentation der
ermittelten Fakten erleichtert.

Visualisierungsgestiitzte Prozesse treten in vielen Gebieten auf, beispielsweise:

e in der Meteorologie die visuelle Repréasentation der Wettervorhersage als dreidi-
mensionalen (Léngengrad, Breitengrad, Zeit) und multivariaten (Temperatur, Re-
genwahrscheinlichkeit, Windstérke, etc.) Beobachtungsraum,

e in den Geowissenschaften die rdumliche Verteilung von Bevolkerungs- und Wirt-
schaftsfaktoren,

e im Finanzsektor die zeitliche Entwicklung von Aktienwerten oder der Verteilung
von Ausgaben,

e im Ingenieurwesen die Darstellung technischer Attribute eines Bauteils oder die
Uberwachung kritischer Systemparameter,

Im folgenden Abschnitt werden die Probleme erléutert, aus denen sich die Aufgaben-
stellung motiviert.

1.2 Motivation

Ausgehend von den Rohdaten gibt es eine Fiille von Einflussfaktoren, die auf den Vi-
sualisierungsprozess einwirken. Daraus ergibt sich, dass trotz Anwendung der gleichen
Visualisierungsmethode verschiedene Ergebnisse bei der visuellen Analyse zutage kom-
men. Im ungiinstigsten Fall fithren die Einflussfaktoren zum Informationsverlust oder
zur Informationsverfilschung der den Daten zugrunde liegenden Konzepte und Modelle,
und damit zu Fehleinschédtzungen bzw.-entscheidungen im konkreten Sachverhalt.

Fiir solche in [RH94] definierten Einflussgrofien, gibt es beispielhafte negative Auspréi-
gungen. Zunéchst konnen die Bearbeitungsziele unvollstandig oder falsch spezifiziert wer-
den, sodass entsprechende nicht-zielfithrende Visualisierungsmethoden verwendet wer-
den. Ahnlich verhilt es sich bei der Verwendung einer Symbolik, die dem Anwendungs-
gebiet nicht gerecht wird. Wahrend im Ingenieurwesen und in der Wirtschaft die Farben
Rot als kritisch, Blau als neutral und Griin als positiv empfunden werden, steht Rot in
der Medizin fiir (gesundes) Leben und Blau sowie Griin u.a.fiir infektiose Erkrankungen
[Nem93].

Ist die Visualisierung hinsichtlich der Bearbeitungsziele und dem Anwendungsgebiet
korrekt gewdhlt, konnen weiterhin die Datenvearbeitungsressourcen sowie die Féhig-
keiten des Menschen die visuelle Analyse negativ beeinflussen. FEine mogliche Ressour-
cenbeschrankung, bspw. eine zu geringe Auflosung des Darstellungsmediums, kann zu
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Detail- und somit Informationsverlusten fithren. Ebenso kénnen die menschlichen Wahr-
nehmungsfahigkeiten optischen Té&uschungen unterlegen sein, was zusétzlich auch zu
Informationsverfilschungen fithren kann. Dazu gehoren u.a. Kontrasteffekte wie Nach-
bilder, die durch helle Reize ausgelost werden (bspw. beim Blick in die Sonne) oder der
simultane Einfluss nebeneinanderliegender farbiger Flichen, der die Farbwahrnehmung
verfilscht. Zuletzt variiert der Wissensstand des Menschen im Bezug auf eine korrekte
Analyse der visualisierten Daten, was unter anderem dem autodidaktischen Lernen des
Umgangs mit verschiedenen Visualisierungen geschuldet ist.

1.3 Ziele und Aufgabenstellung

Mit der Diplomarbeit wird erforscht, inwiefern sich die visuelle Analyse auf Basis ver-
schiedener Visualisierungsmethoden fiir mehrdimensionale Datensétze objektiv korrekt
durchfithren ldsst. Dabei soll ein Satz von Analyse- und Interpretationsregeln entste-
hen, die mit einer hohen Signifikanz allgemeingiiltig im Visualisierungsprozess sind. Die
Menge von Regeln soll den Nutzer auf Widerspriiche zwischen seiner Interpretation, der
Visualisierung und den fuBlenden Daten aufmerksam machen. Damit stellt die Arbeit
ein Hilfsmittel in Form eines Leitfadens zur zielgerichteten Heranfiihrung unerfahrener
Nutzern an verschiedene Visualisierungsmethoden, als Nachschlagewerk fiir Visualisie-
rungsexperten sowie als Regelbasis fiir automatische Verfahren im Bereich der visuellen
Analyse dar.

Dazu wird zunéchst systematisch eine Menge bekannter Visualisierungsmethoden zu-
sammengetragen, welche dann unter Betrachtung ihrer Ziele auf markante Darstellungen
wichtiger statistischer Merkmale hin untersucht werden. Aus den Ergebnissen der Unter-
suchung werden anschlieend solche Analyse- und Interpretationsregeln erarbeitet und
gegeniibergestellt, die geeignet sind, Fehlinterpretation zu reduzieren. Die zu untersu-
chenden Visualisierungstechniken sind Scatterplot, parallele Koordinaten, Radviz und
multidimensionale Skalierung. Zum Auffinden der Analyseregeln werden verschiedene
Datensétze generiert, fiir die bestimmte statistische Eigenschaften bekannt sind. Eine
Regel ist dann eine Relation zwischen dieser Eigenschaft und einer entsprechenden cha-
rakteristischen Struktur innerhalb der Visualisierung und ist genau dann evident, wenn
das Entfernen der Eigenschaft zum Verschwinden der Struktur fithrt. Die Validierung
der Regeln erfolgt, indem sie auf folgende Datensétze, deren Eigenschaften aus der Lite-
ratur bereits bekannt sind, angewendet und die Ergebnisse diskutiert werden: olives, iris
und yeast. AbschlieBend wird anhand der Ergebnisse ein Fazit erteilt, inwieweit das auf-
gestellte Regelwerk dem Anwender oder automatischen Analyseverfahren als Hilfsmittel
dienen kann.
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1.4 Gliederung

Die Diplomarbeit gliedert sich in fiinf Kapitel. Dieser Einleitung folgt im zweiten Kapitel
eine einfithrende Definition hochdimensionaler Datensétze. Weiterhin werden relevante
charakteristische Merkmale von Datensétzen erlautert, die zu untersuchenden Visualisie-
rungstechniken vorgestellt, sowie ein Uberblick iiber den aktuellen Stand der Forschung
beziiglich verwandter Arbeiten gegeben. Das dritte Kapitel stellt das Hauptkapitel der
Diplomarbeit dar. Hier werden besondere Zusammenhéinge zwischen den Visualisierun-
gen und ihren Ursprungsdaten beispielhaft zusammengetragen, aus denen anschliefend
objektive Analyseregeln abgeleitet werden. Die Relevanz und Allgemeingiiltigkeit der
aufgestellten Regeln wird darauthin im vierten Kapitel evaluiert. Das geschieht durch
die Anwendung der Regeln auf Standarddatenséitze der statistischen Literatur und der
Gegeniiberstellung von ermittelten und tatséchlichen Eigenschaften. Eine abschlieende
Zusammenfassung der Diplomarbeit, mogliche Verbesserungen und Erweiterungen sowie
ein Ausblick auf weitere Anwendungsméglichkeiten sind im fiinften Kapitel nachzulesen.
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2.1 Hochdimensionale Datensatze

Die Akquirierung von Daten ist entweder physikalischer oder synthetischer Natur. Phy-
sikalische Daten werden durch Sensoren ermittelt oder Beobachtungen erfasst, wahrend
synthetische Daten das Ergebnis von Berechnungen auf Grundlage mathematischer Mo-
delle sind. Zur Verallgemeinerung beider Datenquellen wird in [SMO00] ein Beobach-
tungsraum definiert, welcher die gewonnenen Daten von ihrer Erhebungsart und dem
physikalischen Raum abstrahiert.

Die unabhéngigen Variablen der Datenmengen entsprechen hierbei den Dimensionen,
die den Beobachtungsraum aufspannen. Dazu gehoren bspw.die Koordinatenachsen der
Sensorpositionen sowie die Zeitachse der Beobachtungen, oder im theoretischen Fall die
Eingabedaten der Berechnung. Innerhalb des Raums existieren Beobachtungspunkte,
deren Merkmale durch die an diesem Punkt physikalisch erfassten oder theoretisch be-
rechneten Daten charakterisiert sind (siche Abb. 2.1]). Die Merkmale unterscheiden sich
in Datentyp (skalar, vektoriell, tensoriell) und Wertebereich (qualitativ nominal oder
ordinal, sowie quantitativ diskret oder kontinuierlich).

Kalkgehalt 4
<11

<44

<78
<89
<100

|-
-

Abbildung 2.1: Beispiel eines Datensatz iiber den Kalkgehalt (abhéngige Variable) eines
Sees an 5 Beobachtungspunkten (unabhéngige Variablen Breiten- und
Langengrad). [SMO00, nach Abb. 3.1]

Im einfachsten Fall besteht die Datenmenge nur aus Beobachtungspunkten in einem
Beobachtungsraum. Erfasst man an den Beobachtungspunkten die Auspriagung genau
eines Merkmals, wir dieses Merkmal zur von den unabhéngigen Variablen abhéngige Va-
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riable. Betrdgt die Anzahl abhéngiger Variablen zwei oder mehr, spricht man von Multi-
parameter oder auch multivariaten Daten. Unterschldgt man explizit einen funktionalen
Zusammenhang, léasst sich jede abhéngige Variable auch als unabhéngige Variable be-
trachten. Andersherum kann jedoch keine unabhéngige Variable als abhéngig betrachtet
werden, wenn die implizite Kausalitédt nicht explizit gegeben ist.

In dieser Arbeit sollen allgemeingiiltige und anwendungsfreie Analyseregeln erforscht
werden. Diese Regeln stellen eine Relation zwischen visueller Struktur und Datensatz
dar, sodass auch der Datensatz allgemeingiiltig, anwendungsfrei und somit frei von ab-
héngigen Variablen sein muss. Dementsprechend werden alle in dieser Arbeit untersuch-
ten Datensétze als hochdimensionale nicht-multivariate Datensétze betrachtet.

Im néchsten Abschnitt werden statistische Eigenschaften, die in Datenséitzen auftreten
konnen, eingefiihrt.

2.2 statistische Merkmale

Bei der visuellen Analyse steht der Anwender vor einer hohen Anzahl verschiedener Vor-
gehensweisen, den Datensatz nach Informationen zu durchforschen. In [AES05] wurden
die dabei aufkommenden Fragen untersucht und in zehn grundlegende Aufgaben der
visuellen Analyse zusammengefasst, von denen vier relevant fiir die diese Arbeit sind:

Wie sind die Daten verteilt?

Gibt es Ausreisserwerte?

Liegt eine Clusterbildung vor?

Besteht eine Korrelation zwischen den Dimensionen?

Um einschétzen zu kénnen, ob und inwiefern eine Visualisierungmethode diese Fragen
beantworten kann, miissen die Antworten zunéchst mathematisch bestimmt sein. Fiir
die genannten 4 Probleme gibt es verschiedene Losungswege. Die folgenden Abschnitte
beschreiben die jeweils ausgewédhlte Methode zur Bestimmung der Verteilung, Ausreifler,
Clusterbildung und Korrelation.

2.2.1 Verteilungstest

Der Kolmogorow-Smirnov-Test [Lov1il S. 718](KS-Test) beantwortet die Frage, ob zwei
gegebene Datenreihen derselben Verteilungsfunktion entstammen. Entsprechend wird
bei gegebener Datenreihe X eine gegebenen Verteilungsfunktion P(z) als zweite Daten-
reihe verwendet, sodass als Nullhypothese Hj getestet wird, ob P die Verteilungsfunktion
von X ist.

Dazu wird zunéchst die empirische Verteilungsfunktion Fx ,(x) aus der Stichprobe X
gebildet. Sie ergibt sich aus dem Verhéltnis der Anzahl der Elemente kleiner gleich x zur
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Gesamtzahl an Elementen.
#i:x; <z

FX,n<x) = n

Die Abweichung der Datenreihe X von der Verteilung P(x) wird dann anhand der
kleinsten oberen Schranke der Distanz zwischen Fx ,(x) und P(z) gemessen.

D =maxz: —o0o <x <00 : Fx,(z)— P(x)

Uberschreitet D einen kritischen Wert [Mas51] beziiglich eines Signifikanzniveaus «,
wird Hy verworfen und die Alternativhypothese angenommen, dass X nicht P(x) verteilt
ist. Dabei ist zu beachten, dass die kritischen Werte der Kolmogorow-Smirnov-Statistik
nur fiir Verteilungsfunktionen mit bekannten Parametern gelten. Schitzt man die Para-
meter der Verteilungsfunktion P(z) aus der Stichprobe X, muss man entsprechend auf
angepasste kritische Werte zuriickgreifen. Diese wurden fiir den Test auf Normalvertei-
lung in |Lil67] und fiir den Test auf Exponentialverteilung in [Lil69] veréffentlicht.

2.2.2 Clusteranalyse

Einer der vielfdltigen Algorithmen zur Clusteranalyse ist DBSCAN [EKSX96]. Hierbei
handelt es sich um ein dichtebasiertes Verfahren, welches eine gegebene Punktmenge in
Punkt-Cluster (Gebiete mit hoher Punktdichte) und Rauschen (Restfliche mit geringer
Punktdichte) unterteilt. Die Grundidee ist die Untersuchung, ob in der ndheren Um-
gebung eines Punktes eine bestimmte Mindestanzahl weiterer Punkte existiert. Hierbei
entfillt die vorherige Festlegung auf die Anzahl der Cluster.

Zur formalen Beschreibung eines Clusters C' in einer Punktmenge D werden folgenden
Relationen und Funktionen definiert:

Epsilonumgebung, Ng,,(p) Die Epsilonumgebung eines Punktes p ist eine Teilmenge
von D. Sie enthilt alle weiteren Punkte, deren Distanz zu p kleiner oder gleich
Eps ist.
Nips(p) = {q € D [ dist(p, q) < Eps}

direkt benachbart, db(p, q) Ein Punkt p ist direkt Dichte-verbunden mit einem Punkt
¢, wenn p in der Epsilonumgebung von ¢ liegt und g eine Mindestanzahl an Nach-
barpunkten aufweist: p € Ngps(q) A |Ngps(q)| > minPunkte. Hierbei handelt es
sich um eine asymmetrische Relation, da die Randpunkte eines Cluster nicht die
Mindestanzahl an Nachbarpunkten aufweisen.

indirekt benachbart, ib(p, g) Ein Punkt p ist indirekt benachbart mit einem Punkt ¢,
wenn eine Folge direkt benachbarter Punkte mit p als Start- und ¢ als Endpunkt
existiert. Als transitive Hiille der Relation direkt benachbart ist diese Relation
ebenfalls asymmetrisch.
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Dichte-verbunden, dv(p, q) Ein Punkt p ist Dichte-verbunden mit einem Punkt g,
wenn ein Punkt o existiert, welcher jeweils mit p und ¢ indirekt benachbart ist. Die
Relation ist symmetrisch, womit eine mengentheoretische Definition eines Cluster
in einer Menge aus Punkten gegeben werden kann.

Damit ergibt eine nicht leere Untermenge C' der gegebenen Punktmenge D beziiglich
einer Distanz Eps und einer Mindestanzahl von Punkten minPunkte genau dann einen
Cluster, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

Vp,q:p€ CNiblg,p) +q€C

Vp,q € C : dv(p,q)

Das Punktrauschen ist dann eine Untermenge N in einer Punktmenge D mit den be-
kannten Clustern C1, . .., Cy beziiglich der Parameter Eps; und minPunkte; mit i, ...k,
die alle Punkte enthilt, welche zu keinem Cluster C; gehoren.

N={peD|Vi:pgCi}

2.2.3 AusreiBBertest

Der local outlier factor (LOF) [BKNS00] ist ein Maf, das angibt, wie stark ein Objekt
von anderen Objekten isoliert ist. Die Berechnung des LOF ist wie bei DBSCAN dichte-
basiert, sodass teilweise gleiche Konzepte verwendet werden. Die Grundidee ist hierbei
der Vergleich der lokalen Nachbarschaftsdichte eines Objekts zu den lokalen Dichten
seiner Nachbarn. Der LOF wird durch folgende Definitionen schrittweise hergeleitet:

k-Distanz, k-d(p) Die k-Distanz ist die maximale Distanz d eines Objekts p zu einem
weiteren Objekt g, welche die k nédchsten Nachbarn einschlieft. D.h., es miissen
mindestens k£ Objekte eine gleiche oder eine geringere Distanz, sowie maximal k-1
Objekte eine geringe Distanz aufweisen.

k-Distanz-Nachbarschaft, INy_q;) Die k-Distanz-Nachbarschaft ist die Untermenge al-
ler Objekte, deren Distanz zu p kleiner gleich der k-Distanz von p ist, also der k
néchsten Nachbarn von p. Die Kardinalitdt von Ny g4, kann grofler & sein, wenn
mehrere Objekte aus D \ p die gleiche Distanz zu p aufweisen.

Ni-aw) = {0 € D\ {p} | d(p,q) < k-d(p)}

Nachbarschaftsdistanz, ndy(p, 0) Die Nachbarschaftsdistanz zwischen p und o ent-
spricht der tatsédchlichen Distanz mit der k-Distanz von o als Mindestwert.

nd(p, 0) = max(k-d(o0), d(p,0))
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lokale Nachbarschaftsdichte, LRD,,,(p) Die lokale Nachbarschaftsdichte ist die Inver-
se der durchschnittlichen Nachbarschaftsdistanz beziiglich der m néchsten Nach-
barn.

-1
ZoeNm (») nd,, (p7 0)
Non(p)|

LRD,,(p) = (

local outlier factor, LOF,,(p) Der LOF ist das durchschnittliche Verhéltnis zwischen
den lokalen Nachbarschaftsdichten der m néchsten Nachbarn von p zur lokalen
Nachbarschaftsdichte von p selbst.

LRD,, (o)
ZOGNm (p) LRD, (p)

| Nonp)|

LOF,.(p) =

2.2.4 Korrelation

Der Korrelationskoeffizient nach Pearson [Lov1ll S. 315] gibt den Grad des linearen
Zusammenhangs zweier Merkmale an. Sein Wert liegt innerhalb von [—1, 1], wobei er
bei einem fehlenden linearen Zusammenhang 0, sowie bei vollstdndiger positiver bzw.
negativer Korrelation 1 bzw. -1 betrigt. Er berechnet sich aus dem Verhéltnis zwischen
der Kovarianz beider Merkmale zum Produkt ihrer Standardabweichungen:

Cov(X,Y)
X,Y) =
oX.¥) JVar(X) - /Var(Y)
Cov(X,Y) = %Z(% —7) (yi —7)

Var(X) = Cov(X, X) = > (o — 7

Berechnet man den Korrelationskoeffizienten nicht iiber die gegebene Merkmale X, Y,
sondern iiber deren Rangreihenfolgen Ry,, Ry, erhélt man Spearmans Rangkorrelations-
koeffizient. Die Rangreihenfolge ist hierbei die Folge der Ordnungszahlen der Elemente
bei aufsteigender Sortierung der Merkmale. D.h., wenn Ry, = 1, dann hat X, den kleins-
ten Wert von X und wenn Ry, = n, dann hat X; den groten Wert von X. Tritt jeder
Rang nur einmal auf, gilt folgenden vereinfachte Formel [Lov11l S. 502]:

GZyzl(RXi — RYZ)Q
n(n? —1)

Q(X,Y) =1-



2 Grundlagen

d1 dg d3 Farbe
1.0 1.0 1.0 Rot
1.0 1.0 2.0 Blau
20 1.0 1.0 Gelb
2.0 1.0 2.0 Grin
1.5 2.0 1.5 Braun

Tabelle 2.1: 3-dimensionaler Beispieldatensatz

2.3 Techniken zur Visualisierung hochdimensionaler
Datensadtze

Die Darstellungsform der verschiedener Visualisierungsmethoden wird durch drei visuelle
Kriterien charakterisiert. Es wird unterschieden, ob die Darstellung 2- oder 3-dimensional
erfolgt, der Datensatz vollstdndig oder unvollstéindig abgebildet wird und ob es sich um
eine statische oder dynamische Visualisierung handelt. Eine Visualisierung bezeichnet
man dann als vollstdndig, wenn sie alle Werte des Datensatzes mit allen Dimensionen
gleichzeitig darstellt. Eine dynamische Visualisierung stellt zu verschiedenen Zeitpunkten
verschiedene Ansichten auf die Werte dar, wéihrend eine statische Visualisierung ein
einziges Abbild erzeugt. Insgesamt lassen sich Visualisierungstechniken in vier Klassen
unterteilen [SMO00]:

geometrische Transformation oder Projektion

Ikonisierung und Glyphendarstellung

e pixelbasierte Techniken

e graphbasierte und hierarchische Darstellung

Laut der Aufgabenstellung in Abschnitt beschréinken sich die Untersuchungen in
dieser Diplomarbeit auf Methoden der geometrischen Visualisierungen. Dazu zdhlen zu-
nichst die beiden populédrsten Techniken: Scatterplot (SP) und parallele Koordinaten
Plot (PCP). Beide Visualisierungen stellen grundlegend nur Zusammenhénge zwischen
zwei Dimensionen dar. Erst durch die parallele Darstellung verschiedener Dimensions-
paare erhélt man einen multidimensionale Ansicht. Dementsprechend werden weiterhin
zwel grundlegend multidimensionale Techniken betrachtet: Radviz (RVP) und die mul-
tidimensionale Skalierung (MDS).

Im Folgenden werden die verwendeten Visualisierungstechniken vorgestellt und ihre
visuelle Charakteristik anhand eines Beispieldatensatzes (siehe Tabelle erlautert.

2.3.1 Scatterplot-Matrix

Ein Scatterplot [WB97] ist die direkte Darstellung der durch den n-dimensionalen Da-
tensatz definierten Struktur im n-dimensionalem Koordinatensystem. Jeder Punkt ist
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2.3 Techniken zur Visualisierung hochdimensionaler Datensétze

entsprechend seiner Koordinaten im mehrdimensionalen Raum platziert (siche Abb. [2.2)).
Hierbei konnen mehr als drei Dimensionen naturgeméf nicht mehr intuitiv erfasst wer-
den.

Abbildung 2.2: 3D-Scatterplot des Beispieldatensatzes

Um dennoch hochdimensionale Datensétze zu visualisieren, stellt die Scatterplot-
Matrix jede paarweise Kombination aller Dimensionen als n x n-Matrix aus 2-dimensio-
nalen Scatterplots dar. Eine Permutation der Dimensionsmenge 1,...,n definiert dazu
die vertikale Achse der Zeilen, sowie gleichermaflen die horizontale Achse der Spalten
(siehe Abb. . Auf der Hauptdiagonalen ergeben sich dadurch 2D-Scatterplots je-
der Dimension mit sich selbst, sodass dort die Dimensionsbezeichnungen oder weitere
Informationen dargestellt werden. Ebenso sind die Scatterplots unterhalb der Haupt-
diagonalen Achsen-invertierte Pendants der Scatterplots oberhalb der Hauptdiagonale,
was wiederum Platz fiir weitere Informationen léasst. Die Scatterplot-Matrix ist eine 2-
dimensionale, vollstdndige und statische Visualisierung.

.. e
d, e .
[ |
e hod
d2
& [
¢ 9 L
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[ e '

Abbildung 2.3: Scatterplot-Matrix des Beispieldatensatzes

Ein Nachteil der Scatterplot-Matrix ist, dass die einzelnen Projektionen nur die Ebe-
nen der Basisvektoren zeigen. Nicht-orthogonale Strukturen kénnen aufgrund dessen bei
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2 Grundlagen

der visuellen Analyse unentdeckt bleiben. Eine Losung dafiir ist die Grand Tour [Asi85)],
welche sukzessive jedes Dimensionspaar aus allen Betrachtungswinkeln als Scatterplot
darstellt. Fine weitere Moglichkeit ist die automatische Bestimmung der interessantes-
ten Projektionen (starke Abweichung von der Normalverteilung) mittels dem Projection
Pursuit-Verfahren [F'T74].

2.3.2 Parallele Koordinaten

Bei parallelen Koordinaten [ID90] wird jede Dimension durch eine eigene vertikale Achse
reprisentiert. Die Achsen sind parallel zueinander auf einer horizontalen Ebene angeord-
net. Ein Punkt des Datensatzes entspricht dann einem Streckenzug entlang seiner auf
[0, 1]-normierten Koordinaten. Die Visualisierung des Beispieldatensatzes aus Tabelle
2.1 in Form paralleler Koordinaten ist in Abb. dargestellt. Ein erheblicher Nachteil
ist der Verlust der strukturellen Informationen bei grofien Datensétzen aufgrund der
vielen sich {iberschneidenden Streckenziigen. Neben dem naiven Ansatz der Verwendung
von Transparenz, wurden verschiedene Techniken entwickelt, um dieser visuellen Uberla-
dung entgegenzuwirken: Kurven statt Streckenziige [The00] entwirren Kreuzungspunkte
an den Achsen und Cluster-Biindelung [MMOS| schafft Platz zwischen den Achsen.

d d d

1 2 3

Abbildung 2.4: Parallele Koordinaten des Beispieldatensatzes

Es existiert eine Dualitat zwischen Scatterplot und parallelen Koordinaten. Eine Linie
im Scatterplot entspricht einem Linienschnittpunkt bei den parallelen Koordinaten.

d n )

Il—-m'1—m
d ist der Abstand zwischen den parallelen Achsen im PCP. Das macht Schnittpunk-
te und Parallelitdten (als Sonderfall m = 1: Schnittpunkt im Unendlichen) zu inter-

lgp:y:mx—i—n <~ lpcpi(
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2.3 Techniken zur Visualisierung hochdimensionaler Datensétze

essanten Strukturen, hinsichtlich linearer Zusammenhénge zwischen den Dimensionen.
Auch univariate Ausreifler lassen sich auf den Achsen leicht erkennen, und Trends durch
den Streckenzug entlang der Koordinaten intuitiv ablesen. Zusétzliche Informationen
bringen Erweiterungen wie Parahistogramme[OL96], die an den Achsen zusétzlich die
Verteilungsdichte der entsprechenden Dimension als Histogramm darstellt. Ordnet man
die Achsen nicht parallel, sondern radial um einen Mittelpunkt an, erhilt man einen
Starplot[Ric95], welcher der Visualisierung einen ikonischen Charakter verleiht.

2.3.3 Multidimensionale Skalierung

Bei der multidimensionalen Skalierung handelt es sich um eine Ahnlichkeitsanalyse [Lov11l
S. 875]. Das Ziel ist, Objekte in einem 2- oder 3-dimensionalen Raum so anzuordnen,

dass die euklidischen Distanzen im niederdimensionalen Raum den Ahnlichkeits- oder

Distanzmaflen zwischen den Objekten weitestgehend gleichen. D.h., dhnliche Objekte

sind nah beieinander und undhnliche Objekte weit entfernt platziert.

Man unterscheidet die metrische und nicht-metrische MDS. Die metrische MDS ver-
wendet als Eingabe eine Distanzmatrix, in der die Distanzen zwischen allen Objekten
zueinander gegeben sind. Diese Distanzen des hochdimensionalen Raums beeinflussen di-
rekt die euklidischen Distanzen im niederdimensionalen Raum. In [Tor52] ist eine analy-
tischer Losung gegeben, der aus der Eingangs-Distanzmatrix die euklidischen Distanzen
berechnet. Die Losung wird als Konfiguration bezeichnet und ist bis auf Rotation und
Skalierung eindeutig. Abb. zeigt auf der linken Seite die Losung der metrischen-MDS
fiir den Beispieldatensatz.

Die nicht-metrische MDS ist ein iteratives Verfahren zur Bestimmung der optimalen
Konfiguration, ohne auf metrische Distanzen als Eingabe angewiesen zu sein. Es reicht
eine gegebene Ordnung der (Un—)Ahnlichkeiten zwischen den Objekten, sodass auch
ordinale oder nominale Mafle verwendet werden kénnen. Nach [Kru64] muss eine Mono-
toniebedingung zwischen den Ahnlichkeiten 0;; und den euklidischen Distanzen d,; in der
Konfiguration erfiillt sein, d.h. wenn d;; < d;;; dann muss auch d;; < dy ;s sein. Es wird
ebenfalls ein Algorithmus vorgestellt, der ausgehend von einer zufélligen Startkonfigura-
tion die Monotoniebedingung priift und bei einer auftretenden Verletzung entsprechende
Disparitéten ch-j schétzt, aus denen dann die neuen Positionen z;; berechnet werden. Ziel
ist die Minimierung der Kenngrofle STRES'S, welches die Abweichung der Disparititen
von den Distanzen angibt. Da der Algorithmus mit Erfiillung der Monotoniebedingung
abbricht, konnen verschiedene Startkonfigurationen aufgrund lokaler Minima verschie-
dene Konfigurationen ergeben. Die nicht-metrische MDS des Beispieldatensatzes fiihrt
deshalb neben der Konfiguration der metrischen MDS auch zu weiteren Losungen (siehe

Abb. [2.5] rechts).
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2 Grundlagen

Abbildung 2.5: Multidimensionale Skalierung des Beispieldatensatzes. Die metrische
MDS ergibt stets die gleiche Konfiguration (links). Die nicht-metrische
MDS kann zur linken und rechten Konfiguration fiihren.

2.3.4 Radviz

Radviz [HGMT97] ist eine kreisformige Visualisierung. Die n Dimensionen werden durch
n Ankerpunkte repréisentiert, welche gleichméfig auf dem Rand eines Kreises mit gege-
benem Mittelpunkt verteilt sind. Sinngemé&fl verbinden n Federn einen Punkt des Da-
tensatzes mit jeweils einem Ankerpunkt. Die Federkonstante K; jeder Feder entspricht
dabei dem [0, 1]-normierten Wertes der i-ten Koordinate des Punktes. Damit ergibt sich
als Position des Punktes der Ort, an der die Summe der Federkréfte gleich 0 ist (siehe

Abb. 2.6)).
b= >y djmy
DY
d; ist der Vektor vom Kreismittelpunkt zum entsprechenden Ankerpunkt. [AEL™10] Die
Radviz-Visualisierung des Beispieldatensatzes ist in Abb. zu sehen.

2.4 Stand der Forschung

Der folgende Abschnitt gibt eine Ubersicht von relevanten Arbeiten im Bereich der Da-
tenerzeugung und der Analyse konkreter Eigenschaften von Visualisierungen. Zudem
werden Softwaretools hinsichtlich ihrer Eigenschaften verglichen, die eingefiihrten statis-
tischen Merkmale und Visualisierungsmethoden zu berechnen bzw. anzuwenden.

2.4.1 Synthetische Datengenerierung

Fiir die Untersuchungen der Zusammenhénge zwischen Daten und besonderer Merkmale
in den Visualisierungen miissen solche Daten zunéchst vorhanden sein. Einerseits kann
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2.4 Stand der Forschung

Abbildung 2.6: Die Position p; eines Datenpunkts x; ergibt sich durch den Ausgleich der
Federkréfte, die entsprechend der Auspriagung seiner Koordinaten z; ;
zwischen den Dimensionsankerpunkten- d; und p; wirken (nach [AEL™ 10,

Abb. 1].

man sich bekannte Standarddatensétze aus der statistischen Literatur besorgen, ande-
rerseits ist die Modellierung eigener Datensétze hinsichtlich der Ausnutzung besonderer
Eigenschaften des Visualisierungsalgorithmus’ zielfiihrender. Dementsprechend bietet es
sich an, vorhandene Tools zur Datengenerierung zusammenzutragen.

Ein Framework zur Generierung synthetischer hochdimensionaler Datensétze wird
in [ALM11] beschrieben. Es erlaubt dem Anwender, innerhalb von 3 Hauptschritten
eigene Datensétze zu erstellen. Zunéchst werden die Rahmenbedingungen festgelegt.
Dazu gehoren die Anzahl der Dimensionen, Datenpunkte und Klassen, sowie die Ver-
teilungsfunktion des Zufallsgenerators. Anschlieend erfolgt die Modellierung der ge-
wiinschten Strukturen mittels vorgegebener Generator-Objekte. Es konnen pro Dimen-
sion univariate Wahrscheinlichkeitsverteilungen parametrisiert werden, pro Dimensions-
paar 2-dimensionale Verteilungen gezeichnet werden oder eine Generatorebene im 3-
dimensionalen Raum frei platziert werden. Auf der Generatorebene kann dann ebenfalls
eine 2-dimensionale Verteilungsfunktion gezeichnet werden. Die stellt eine wichtige Be-
sonderheit dar, mit der achsenunabhéngige Strukturen erzeugt werden konnen (siehe
Abb. . Der letzte Schritt ist dann die Ausfithrung der Datengenerierung auf Basis
der gegebenen Bedingungen und Objekte.

Ein weiteres Programm ist PreDO [Vej00] und wurde u.a. in [Nv06] zur Datengene-
rierung eingesetzt. Das Tool verfolgt einen mengentheoretischen Ansatz, bei dem die
Dimensionen eine gleichverteilte Gesamtmenge aufspannen und Strukturen durch Klas-
sen als Teilmengen definiert werden. D.h., die Elemente der Teilmengen werden durch
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2 Grundlagen

Abbildung 2.7: Radviz-Visualisierung des Beispieldatensatzes

Eigenschaften der Klassen festgelegt. Beispielsweise kann eine Einheitskreisscheibe in-
nerhalb der Dimensionen d; und dy durch folgende Klasse k; beschrieben.

]{?1:{<J],y)€d1><d2|$2+y2<1}

Ein Zufallsgenerator produziert schliellich so lange gleichverteilte Daten, bis eine vor-
gegebene Anzahl von Datenwerten erreicht ist, welche die Eigenschaften aller Klassen
erfiillt. Die Klassendichte kann zusétzlich jeweils als prozentualer Anteil der Gesamt-
menge definiert werden.

2.4.2 Analyse von Visualisierungstechniken

Untersuchungen beziiglich der Darstellung von Trends und Ausreiflern mittels Radviz
wurden in [Nv(09] veroffentlicht. Trends beschreiben die Entwicklung der Datenwerte
entlang einer Dimension. Dabei konnen drei Verhaltensweisen benachbarter Datenwerte
beobachtet werden: wachsen, fallen und gleich bleiben. Um diese Attribute in Radviz
identifizieren zu konnen, wurde zunéchst bestimmt, welche Teilmengen der Daten in
welchem Bereich der Visualisierung platziert sind. Die Abb. zeigt die Aufteilung
einer 4-dimensionalen Radviz-Visualisierung in ihre vier Quadranten und der Teilmengen
entsprechenden Relationspaare.

Damit lassen sich Trends in den Dimensionen zwischen drei aufeinanderfolgenden
Punkten ¢y, ¢, to visualisieren, indem die Ankerpunkte als gegeniiberliegende Relations-
paare tg <> t; und t; <> to gesetzt werden (siche Abb. . Der erste Quadrant beinhal-
tet dann beispielsweise alle Dimensionen mit durchweg fallender Tendenz (ty > t; und
t1 > t9), wihrend der dritte Quadrant jene mit durchweg steigender Tendenz (ty < t;
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2.4 Stand der Forschung

(a) Dimensions 3 and 8 (b) Dimensions 3 and 9 (c) Dimensions 9 and 8

(d) Hidden structure

Abbildung 2.8: Eine nicht-orthogonale Struktur ist in den Scatterplots nicht erkennbar

[ALMTI, Abb. 16].

und t; < t3) enthélt. Um mit dieser Methode Trends iiber mehr als drei Punkte zu
verfolgen, kann man die Visualisierung rekursiv fiir jeden Quadranten fortsetzen.

Des Weiteren behandelt die Verdffentlichung eine Methode zur Verstarkung univaria-
ter Ausreifiler nach Hawkins [Haw80]. Dazu erhélt jede Dimension einen neuen entge-
gengesetzten Ankerpunkt, der fiir jeden Punkt einen konstanten Wert aufweist. Dieser
Wert ist das arithmetische Mittel aller Wert der gegeniiberliegenden Dimension. Damit
entspricht die Anordnung einem Paar Federn mit jeweils fester und variabler Federkon-
stante. Das hat zur Folge, dass Werte, die nahe dem Mittelwert der Dimension liegen,
ebenfalls nahe dem Mittelpunkt der Radviz-Visualisierung platziert werden. Univariate
Ausreifler liegen dann entsprechend weit entfernt vom Mittelpunkt.

Hierbei ist es gegebenenfalls notwendig, die Dimensionspaare zu spiegeln, damit die
Ausreifler tatsdchlich zum Vorschein kommen. Das liegt daran, dass sich die Position
aus der Summe der durch die Federkonstanten (Koordinaten) des Datenwerts gewichte-
ten Positionsvektoren der Ankerpunkte ergibt. Kontridre Federkrifte (niedrige und ho-
he) konnen sich aber ausgleichen und somit zu einer Vektorsumme von 0 fiithren. Der
Vorzeichenwechsel durch die Spiegelung erwirkt im Zweifelsfall das Zusammenspiel der
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d

3

Abbildung 2.9: Eigenschaften der Punkte der Quadranten einer 4-dimensionalen Radviz-
Visualisierung [Nv09, nach Abb. 1]

Federkrifte und somit die gewiinschte vom Mittelpunkt weit entfernte Platzierung der
Ausreifler.

Bei der Untersuchung der Darstellung von Cluster mittels Radviz [Nv06] sind zwei
wesentliche Beobachtungen hervor gegangen. Die erste Beobachtung besagt, dass al-
le Punkte des [0, 1]-normalisierten n-dimensionalen Raumes, die auf einer Linie liegen,
welche den Ursprung kreuzt, an der gleichen Stelle der Radviz-Ebene positioniert wer-
den. Dies wirkt sich im folgenden Beispiel negativ aus. Es existiert eine Hohlkugel mit
Mittelpunkt im Ursprung und einem bestimmten Radius, sowie eine Kugel ebenfalls mit
Mittelpunkt im Ursprung aber mit kleinerem Radius (siehe Abb. . Trotz klarer Tren-
nung der Cluster im Datensatz stellt Radviz die Punkte beider Strukturen gleichermafien
verteilt und {iberlappend dar. Die vorgeschlagene Lésung dieses Problems ist, Radviz um
eine z-Achse im Mittelpunkt zu erweitern, die den Abstand vom Ursprung darstellt.

Die zweite Beobachtung ist eine Herleitung, dass ein kleiner Abstand zwischen 2 Punk-
ten im Datensatz, bei denen die [0, 1]-normalisierten Koordinaten groBer 0.5 sind, in der
Radviz-Visualisierung ebenfalls klein bleibt. Andersherum verzerrt sich die Darstellung
der Abstinde, umso kleiner die Koordinaten des Datensatzes sind. Existieren beispiels-
weise zwei Kugeln mit gleichem Radius, wobei eine Kugel nahe dem Ursprung und die
andere entfernt davon liegt, iiberdeckt die Radviz-Darstellung der entfernten Kugel trotz
gleicher Clustergrofie, die der nahen (siehe Abb. . Der Losungsvorschlag ist dement-
sprechend eine Normalisierung des Datensatzes auf [0.5, 1] statt [0, 1].
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2.4 Stand der Forschung

Abbildung 2.10: Eine angepasste 4-dimensionale Radviz Visualisierung ermoglicht die
Darstellung von 8 verschiedenen Trends iiber 3 Zeitpunkte (nach Ab-
bildung 6 aus [Nv(9])

2.4.3 Statistik- und Visualisierungstools

Eine Vorauswahl von kostenfreier Statistiksoftware ergab 4 populdre Vertreter: R, SciPy,
Octave und PSPP. R [SC11] ist eine alternative Implementierung der Programmierspra-
che und Arbeitsumgebung S fiir statistische Berechnungen und Visualisierungen. SciPy
[Com11] ist eine Bibliothek fiir die Programmiersprache Python und stellt Algorithmen
und Datenstrukturen fiir das wissenschaftliche Rechnen bereit. Octave [Eatll] ist ei-
ne Arbeitsumgebung fiir mathematische Probleme, deren Skriptsprache weitgehend mit
MATLAB kompatibel ist. PSPP [FSF11] ist schlieflich eine freie Alternative fiir die
bekannte proprietire Statistiksoftware SPSS. Der Vergleich der 4 genannten Statistik-
Tools hinsichtlich ihrer Méglichkeiten zur Berechnung der in Abschnitt genannten
statistischen Merkmale (siehe Tabelle hat ergeben, dass R als einzige Software von
vornherein alle geforderten Funktionen bietet und entsprechend zur Verwendung inner-
halb der Diplomarbeit ausgewéhlt wird.

Gleichermaflen wurde eine Vorauswahl kostenfreier Visualisierungs-Tools getroffen.
Zusétzlich zu den Visualisierungsmoglichkeiten von R sind orange, GGobi, XmduvTool
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3D view to data

Abbildung 2.11: Klar getrennte Punktmengen im Datensatz (links) sind in der Radviz-

Visualisieurng (rechts) nicht unterscheidbar. [Nv06, Abb. 3, Abb. 4]

Verteilungstest Korrelation Clusteranalyse Ausreiflertest

SciPy Vv i
Octave Vv v

R v v v
X
X
PSPP Vi Y y

X X <L <

Tabelle 2.2: Statistikfunktionen verschiedener Tools

und HCE bekannte Alternativen. Orange [Lsll] ist ein Python-basiertes Data-Mining-
und Visualisierungs-Framework, die den Prozess der Datenanalyse als visuelle Program-
mierung nach dem Datenstrom-Paradigma umsetzt. GGobi [TGEF11] und XmdvTool
[Warll] sind beides Komplettpakete zur interaktiven Exploration und zur dynamischen
Darstellung von hochdimensionalen Datensdtzen. Der Hierarchical Clustering Explorer
(HCE) [SS11] ist ein Tool, das speziell mit Fokus auf die Exploration von Cluster in Da-
tensdtzen entworfen wurde. Im direkten Vergleich zeigt sich, dass das orange-Framework
die meisten geforderten Visualisierungstechniken unterstiitzt (siehe Tabelle und so-
mit innerhalb der Diplomarbeit fiir die Visualisierungen der Datensétze verwendet wird.
Die fehlende Matrix-Anordnung der Scatterplots wird hierbei mit Hilfe eines eigenen
Python-Skripts umgesetzt.
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08—

0.6

0.4~

3D View of Example Data

Abbildung 2.12: Gleichgrofie und klar getrennte Punktmengen im Datensatz (links) kon-
nen aufgrund der wertabhéngigen Skalierung zu einer Uberlappung in
der Radviz-Visualisierung (rechts) fithren. [Nv0G, Abb. 5, Abb. 6]

Scatterplot/-Matrix parallele Koordinaten Radviz MDS

R

orange
GGobi
XmdvTool
HCE

VIV v X
v/ Vv v
VIV v X
VIV v X
VIV v X

XX <L

Tabelle 2.3: Visualisierungstechniken verschiedener Tools
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3 Analyseregeln

Das Hauptanliegen der Diplomarbeit liegt in der Suche nach generischen Regeln fiir
Visualisierungen, anhand derer Eigenschaften von hochdimensionalen Datesétzen ana-
lysiert werden konnen, unbeeinflusst von subjektiven Einfliissen des Betrachters. Dazu
wird im Folgenden die Forschungsmethodik definiert.

Es wird fiir jedes Forschungsbeispiel ein synthetischer Datensatz D mit n-Dimensionen
V; generiert: D = {V4,V5,...,V,}. Eine Dimension ist eine Menge von reellen Werten
aus dem Intervall [0, 1]. Um vergleichbare Ergebnisse verschiedener Datensétze zu erhal-
ten, werden alle verwendeten Datensétze durch eine Intervallskalierung standardisiert.
Dies erfolgt mit der Umrechnung aller Werte einer Dimension mit: V; = #ﬂﬁggv)

J J

Zur Modellierung von Strukturen in den synthetischen Daten werden Stichproben der
Gleich-, Normal- oder Exponentialverteilung entnommen. Diese Verteilungen wurden
ausgewahlt, da sich die Gleichverteilung (U(a,b)) mit ihren scharfen Intervallgrenzen
am genauesten und leichtesten zur Modellierung eignet und die Normal- (N (¢, o)) und
Exponentialverteilung (Exp(g)) eine sehr hohe Relevanz als Modelle fiir naturwissen-
schaftliche Vorgéange aufweisen. Die Strukturen werden so modelliert, dass sie Informa-
tionen in Form von Korrelation, Clusterbildung und Ausreisserfaktor, sowie Ausdehnung
und geometrische Form beinhalten. Ein synthetischer Datensatz setzt sich dabei aus
mehreren Strukturen mit verschiedenen Ausprigungen dieser Informationen zusammen.
Anschliessend wird der Datensatz mittels Visualisierungstechniken dargestellt.

Zunachst werden aufgrund ihrer Dualitét die beiden 2-dimensionalen Techniken Scat-
terplot und parallele Koordinaten zusammen untersucht, gefolgt von der Radviz-Technik,
sowie der multidimensionalen Skalierung. Es erfolgt die Erkennung besonderer Merkma-
le in den Plots, deren Bedeutung in Relation zu den modellierten Eigenschaften des
jeweiligen Beispieldatensatzes interpretiert werden. Diese Interpretationen dienen dann
der Formulierung der Analyseregeln, welche im Abschlufl diskutiert werden. Der letzte
Schritt ist die Validierung der Regeln. Dazu erfolgt im folgenden Kapitel eine Anwendung
der Regeln auf reale Datensétze mit anschlieSender Gegeniiberstellung der Ergebnisse zu
den tatséchlich enthaltenen Informationen. Vorerst werden in den folgenden Abschnitten
Beispiele erlautert, interpretiert und entsprechende Regeln abgeleitet.

23



3 Analyseregeln

3.1 Bivariate Visualisierungen - Scatterplot und
Parallele Koordinaten

Die Linie-Punkt-Dualitét zwischen den beiden ausgewéhlten 2-dimensionalen Visualisie-
rungstechniken Scatterplot und parallelle Koordinaten legt nahe, beide Methoden nicht
getrennt, sondern gegeniiberstellend zu betrachten. Damit wird es moglich, solche Regeln
zu finden, die die Zusammenhénge zwischen beiden Plots verdeutlichen und somit das
Verstandnis der Dualitédt stdrken. Ein Anwender, welcher noch keine Erfahrungen mit
parallelen Koordinaten gemacht hat, kann somit der Einstieg erleichtert werden, indem
er sich dadurch die duale Abbildung im zumeist bekannten Scatterplot vorstellen kann.

Entsprechend der Anzahl der dargestellten Dimensionen des SP und PCP besteht jeder
folgende Datensatz aus 2 Dimensionen D = {Vj, V,}. Die erste Dimension wird im SP
auf der X-Achse und im PCP auf der linken Achse abgetragen und die zweite Dimension
entsprechend auf der Y-Achse, bzw. auf der rechten Achse. Weil alle Datensiitze auf [0, 1]
skaliert sind, entfillt die Achsenbeschriftung zur besseren Ubersicht. Im SP befindet sich
der (0,0) links unten und (1, 1) rechts oben. Bei den Achsen im PCP ist der Nullpunkt
ebenfalls unten und die 1 oben. Die Punktgréfie im SP betridgt 3pt und die Linienbreite
im PCP betrédgt 1pt. Zur anndhernden Darstellung der Dichten der Punktewolken bzw.
Linienbiindel werden die einzelnen Punkte bzw. Linien transparent geplottet. Wenn nicht
anders angegeben, entspricht der PCP in allen Abbildungen dem dariiberliegenden SP.

3.1.1 Untersuchung

Zur Einfithrung wird die Linie-Punkt-Dualitdt verdeutlicht. Hierzu wird eine komplett
Gerade modelliert, welche mit positiven Anstieg gleichermaflen eine vollsténdige lineare
Abhéngigkeit zwischen beiden Dimensionen erzeugt.

Beispiel 1. Der Datensatz besteht aus gleichverteilten Werten, wobei D = {p; ; € [0,1]? |
Vi:pin = pi2)

Dazu wird fiir die ersten Dimension eine Stichprobe von n = 1000 Werten der Gleich-
verteilung entnommen, sodass V; ~ U(0, 1). Die zweite Dimension ergibt sich aus exakt
den gleichen Werten: V5 = V;. Der Korrelationskoeffizient zwischen beiden Dimensionen
betragt dann o(V;,V3) = 1(siehe Anhang: pcp/cor.csv).

Der SP zeigt erwartungsgeméf eine aufsteigende Linie mit gleichméBiger Dichte (s.
Abb. B.1p). Der korrespondierende PCP (Abb. [3.1b) zeigt eine zu den Achsen ortho-
gonale rechteckige Form mit gleichméfiiger Dichte und paralleler Linienstruktur. Das
ldsst sich aus der Tatsache ableiten, dass die einzelnen Eintrédge im Datensatz fiir beide
Dimension die gleichen Werte aufweisen. Es handelt sich um den Sonderfall der Linie-
Punkt-Dualitét, da eine Linie im SP mit Anstieg von m = 1 im PCP aufgrund der
resultierenden Division durch Null nicht definiert ist (sieche Abschnitt [2.3.2).

Invertiert man die zweite Dimension durch V5; = max(V3) — V5 + min(V3) wechselt im
SP das Vorzeichen des Linienanstiegs und der Schnittpunkt mit der Y-Achse erhélt den
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V1 VA1 V2 V1 VA1 V2

(a) SP (b) PCP (c) SP, V2 invertiert (d) PCP, V2 invertiert

Abbildung 3.1: Visualisierung von Beispiel

Wert des vorigen Schnittpunkts mit der Intervallgrenze. D.h. im SP entsteht eine nun
absteigende Linie bei gleichbleibender Dichte (Abb. [3.1k). Im PCP &ndert sich sowohl
Form, als auch Dichte (Abb. [3.1d). Das Rechteck wird zum verschréinkten Trapez mit
Kreuzungspunkt im Zentrum des Plots. Die Dichte nimmt Richtung Zentrum parallel
zur Vertikalen zu und hat ihr Maximum im Zentrum. Ausgehend vom Zentrum ist eine
Linienstruktur erkennbar, die sich nach aulen hin auffiachert. Das Maximum ist die duale
Représentation der Linie und liegt wegen m = —1 und n = 1 genau im Zentrum des
Plots.

Eine Struktur mit negativen Anstieg, und damit mit negativer Korrelation, erzeugt
also einen charakteristischen Kreuzungspunkt mit maximaler Dichter im PCP, der bei
positiver Korrelation nicht vorhanden ist. Dieser Kreuzungspunkt ist aufgrund seiner
hoheren Dichte und scharfkantigem Abstieg zu den Formgrenzen weitaus markanter und
auffalliger als die rechteckige gleichverteilte Dichte mit paralleler Linenstruktur. Durch
Invertierung einer Dimensionsachse, lassen sich die Parallelitdten jedoch stets in einen
Kreuzungspunkt formen, weshalb sich die weiteren Betrachtungen auf den Krezungs-
punkt als markante Eigenschaft konzentrieren.

Als weiterer Schritt zum Versténdnis der Auswirkungen der Linie-Punkt-Dualitét wer-
den im néchsten Beispiel die Auswirkung verschiedener Anstiege und Positionen linearer
Strukturen verdeutlicht. Hierfiir wird eine absteigende Linie modelliert und im Anstieg,
sowie in der Verschiebung variiert.

Beispiel 2. Der Datensatz besteht aus gleichverteilten Werten, wobei D = {p; ; € [0,1]? |
Vi:pig =mpis+ 2=} mit —oo <m < —1und2<n <4

Fiir die Variation des Anstiegs m wird jeweils eine Stichprobe von n = 1000 Werten
der Gleichverteilung entnommen, sodass Vi ~ U(3 + 5, 3 — 5-.). Die zweite Dimension
ergibt sich aus: Vo = mV; + % % (—m + 1). Der Datensatz besteht aus 5 Variationen
mit m = {—1, —%, —2,—4}, sowie dem Sonderfall m = —oo, wobei dann V; = % und
Vo ~U(0,1) (siche Anhang pcp/lines_m.csv).

Die Verschiebung der Linie beziiglich der V; wird mit folgenden Werten durchgefiihrt:

ydy, = {—%, —%,O, %, %L} Dazu werden widerum Stichproben von n = 1000 gleichver-
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V2

E

V1 V1 Y V1 V2
(a) SP (b) PCP (c) SP (d) SP

Abbildung 3.2: Visualisierung von Beispiel

teilten. Werten entnommen, Vi ~ U(3 + dy,, 2 + dy;) und die zweite Dimension mit
Vo = —2V; + 1.5 + 2d,, berechnet (siche Anhang: pcp/lines_n.csv).

Der SP des variierenden Anstiegs in Abb. zeigt die modellierten absteigenden Li-
nien, die sich im Zentrum kreuzen. In der Visualisierung mittels PCP (Abb. [3.2b) sieht
man die entsprechenden Kreuzungspunkte der Doppeltrichter, welche sich bei gleichblei-
bender vertikaler Position, horizontal zur V;-Achse verschoben haben. Die Parallelver-
schiebung der Linien um dy, ist in Abb. zu erkennen . Die duale Représentation
(Abb. ) zeigt, dass sich die Kreuzungspunkte bei gleichbleibender horizontaler Posi-
tion, vertikal verschieben.

Im SP kann man somit den Anstieg der Linie mittels 2 Punkten dieser Linie berech-
nen: m = %. Die horizontale Verschiebung lésst sich direkt an der horizontalen Achse
ablesen. Beim PCP ergibt sich der Anstieg aus der horizontalen Position des Kreuzungs-
punktes durch m =1 — g, wobei d der Referenzabstand zwischen den Dimensionsachsen
ist. Die horizontale Verschiebung berechnet sich hier aus dem vertikalen Abstand zwi-
schen 2 Kreuzungspunkten mit d, = %_m). Daraus ergibt sich, dass lineare Strukturen
mit gleichem Schnittpunkt im PCP ein Maximum entlang einer horizontalen Linie bil-
den, wohingegen parallele lineare Strukturen ein Maximum entlang einer vertikalen Linie
bilden. Dieses Zusammenspiel ist die Grundlage zum Anwendungszweck des PCP zur Li-
niendetektion in Bildern, wie sie in [DHH11] als Alternative zur Hough-Transformation
vorgestellt wird.

Die in den vorhergehenden Beispielen modellierte vollstdndige lineare Abhéangigkeit
zwischen zwei Dimensionen, also 100% Korrelation, ist in realen Datensitzen praktisch
nicht vorhanden. Rauschen verschlechtert die Korrelation, da es naturgeméf vollstandig
unkorreliert ist. Die folgenden 3 Beispiele untersuchen den Einfluss von Rauschen und
damit Strukturbreite auf die Korrelation, unter einer zusétzlichen Abhéngigkeit vom
Anstieg. Als Erstes wird eine Linie mit negativen Anstieg modelliert, bei der der Einfluss
durch gleichverteiltes Rauschen variiert wird.

Beispiel 3. Der Datensatz besteht aus gleichverteilten Werten, wobei D = {p; ; € [0,1]* |
Vi :pi1 = 1—pia}. Der Datensatz wird in verschiedenen Auspragungen von 0% bis 100%
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V2

V1 V1 V1
(a) SP, 25%, 0~ —0.91  (b) SP, 50%, 0 ~ —0.5  (c) SP, 75%, 0 ~ —0.10

V1 V2 V1 V2 V1 V2 V1 V2
(e) PCP (f) PCP (g) PCP (h) PCP

Abbildung 3.3: Visualisierung von Beispiel

beziiglich des Wertebereichs [0, 1] gleichverteilt verrauscht.

Die erste Dimension besteht aus einer Stichprobe von n = 10000 gleichverteilten
Werten, V; ~ U(0,1). Die zweite Dimension ergibt sich mit Vo = 1 — V;. Beide Di-
mensionen werden mit einer prozentualen Auspragung p verrauscht: Vi = noise(Vi, p),
Vo = noise(Va, p). Die Rauschfunktion skaliert die Ursprungsdaten um den Faktor p
und addiert gleichverteiltes Rauschen: noisey(V,p) = scale(V,1 — p) + N, mit N, ~

U(—E, L) und scale(V, f) = V(1 — f) + fV. Die verschiedenen Ausprégungen des Rau-
schens sind p = {0%, 25%, 50%, 75%, 100%} und ergeben nach der Anwendung folgen-
de Korrelationskoeffizienten o,(V1, V2) ~ {—1,—0.91, —0.5, —0.1, —0.01}(siche Anhang:
pcp/g_cor_noise.csv).

Man erkennt in den SP von Abb. dass die absteigende lineare Form mit stei-
gendem Rauscheinfluss direkt proportional breiter wird, wihrend die Dichteverteilung
entlang der Diagonalen abflacht, bis bei 100% Rauscheinfluss eine gleichverteilte Dichte
mit quadratischer Form erreicht wird. In den PCP steigt die vertikale Ausdehnung des
Kreuzungsbereich ebenfalls direkt proportional zur Rauschausprigung. Dabei wird die
Dichteverteilung um den Kreuzungspunkt flacher. Bei 100% Rauschen ergibt sich eine
rechteckige Form, deren Dichte annéhernd gleichverteilt ist, wobei sich eine Haufung
entlang der Diagonalen x-férmig abzeichnet.

Die Korrelation zwischen den beiden Dimensionen steigt also beim steigenden absolu-
ten Verhéltnis der Ausdehnungen der beiden Hauptkomponenten einer symmetrischen
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Struktur im SP. Hat diese Struktur also ein Ausdehnungsverhéltnis von 1 und weist
eine quadratische Form mit gleichméfiger Dichte auf, kann man beide Dimensionen als
gleichverteilt einstufen. Im PCP sinkt die Korrelation hingegen bei steigender Ausdeh-
nung des Kreuzungsbreiches des verschrinkten Trapez’. Steigt die Ausdehnung auf die
gesamte Hohe des Plots ergibt sich ein Rechteck mit gleichméfiger Dichte und markanter
X-Struktur, was auf die Gleichverteilung beider Dimensionen hinweist. Betrachtet man
SP und PCP zusammen, zeigt sich, dass die Ausdehnung der zweiten Hauptkomponen-
ten einer symmetrischen Struktur in SP der Ausdehnung des Kreuzungspunktes im PCP
entspricht.

Beispiel 4. Der Datensatz besteht aus normalverteilten Werten, wobei D = {p;; €
[0,1)2 | Vi : pig =1 — p;a}. Der Datensatz wird in verschiedenen Ausprigungen von 0%
bis 100% beziiglich des Wertebereichs [0, 1] normalverteilt verrauschi.

Die Vorgehensweise zur Generierung der Daten entspricht weitesgehend Beispiel
Die Stichproben werden allerdings aus der Standardnormalverteilung entnommen, so-
dass Vi, N, ~ N(0,1). Da dadurch Werte ausserhalb der geforderten Intervallgrenzen
von [0, 1] entstehen, werden V; und N, nach der Stichprobenentnahme entsprechned in-
tervallskaliert. Fiir die verschiedenen Rauschauspragungen ergeben sich dhnliche Korre-
lationskoeffzienten wie im vorigen Beispiel: p,(V1, V) ~ {—0.89, —0.48, —0.09, 0} (siche
Anhang: pcp/n_cor_noise.csv).

Der Einfluss von normalverteiltem Rauschen ergibt im SP eine absteigende ellipsenfor-
mige Struktur mit Dichtehdufung im Zentrum (Abb. . Die Ellipse wird mit steigendem
Rauschen breiter, bis hin zu einer kreisformigen Struktur. Dabei fallt auf, dass das Ver-
héltnis der Ausdehnung der Hauptkomponenten im Gegensatz zu Beispiel 3| nicht pro-
portional zum Rauschen steigt (vergleiche Abb. zu mit zu[3.4d). Die Form
der erzeugten Struktur im PCP nimmt im Kreuzungsbreich ebenfalls nicht proportional
mit steigendem Rauschen an Ausdehnung zu. Zudem zeichnet sich eine Abrundung der
zuvor linearen Seiten des verschriankten Trapez’ oben und unten ab. Die Dichtevertei-
lung weist eine langliche Haufung auf der Horizontalen des Krezungspunkt auf, die mit
steigender Rauschauspriagung nur leicht abflacht.

Abb. zeigt, dass man aus einer kreisformigen Punktwolke mit zentraler Dichte
im SP und ein Rechteck mit nach innen gewélbter oberer und unterer Seite, sowie einer
horizontalen Dichtehdufung im vertikalen Zentrum auf 100% unkorrelierte und normal-
verteilte Dimensionen schliefen kann. Umso mehr Korrelation zwischen den Dimension
vorhanden ist, umso ellipsenférmiger wird die Punktwolke und umso eckiger das ver-
schrankte Trapez.

Im theoretischen Fall von 100% Korrelation hat der Anstieg der Struktur bis auf die
Sonderfille m = 0 und m = £oo keinen Einfluss auf den Korrelationskoeffizienten. Der
Einfluss von Rauschen erhoht jedoch das Ausdehnungsverhéltnis der Struktur, was wi-
derum bei der Berechnung des Korrelationskoeffizienten den Einfluss einer Dimension
bei einem geringen oder hohen absoluten Anstieg verstérkt. Diesen Zusammenhang ver-
deutlicht die Berechnung des Korrelationskoeffizienten einer Struktur in Abhéngigkeit
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V2
V2
V2

V1 V1 V1 V1
(a) SP, 25%, 0 = —0.89  (b) SP, 50%, 0 = —0.48  (c) SP, 75%,0=—0.09  (d) SP, 100%, 0 = 0

V1 V2 V1 V2 V1 V2 V1 V2
(e) PCP (f) PCP (g) PCP (h) PCP

Abbildung 3.4: Visualisierung von Beispiel

von variierenden Rauscheinfluss und Anstieg. Dazu werden die Daten wie in Beispiel
und [4| generiert, wobei sich die zweite Dimension aus Vo = mV; + 1 * (—m + 1) mit
—1 < m < 0 ergibt. Der Korrelationskoeffizient wird nun fiir den gesamten Bereich des
Rauschens 0 < p < 1 mit g(noise(Vi, p), noise(Va, p)) berechnet.

Diese bivariate Funktion ist in Abb. als farbiges Hohenfeld dargestellt. Der Wert
des Korrelationskooeffizienten ist entsprechend der Legende der Farbskala zugeordnet
und ist abhéngig vom Anstieg in Grad (X-Achse) und der Ausprigung des Rauschens
in Prozent (Y-Achse). Das Hohenfeld zeigt ein gleiches Verhalten im gleichverteilten
(Beispiel [3) und normalverteilten (Beispiel [4]) Fall. Man erkennt, dass im Bereich bis
10% Rauschen der absolute Anstieg um 80% von £ bis 1 variieren kann, ohne den Kor-
relationskoeffizienten zu verringern. D.h., umso weniger Rauschen vorhanden ist, desto
schwiécher ist der Einfluss des Anstiegs. Weiterhin zeigt sich ab einem absoluten Anstieg
von %, dass dessen Anteil nur noch ca. 10% ausmacht, und der Korrelationskoeffizient
somit praktisch nur vom Rauschen abhéngt.

Im gleichverteilten Fall verhélt sich die Strukturbreite direkt proportional zum Rau-
schen und im normalverteilten Fall bis 50%. Eine Korrelation wird im Allgemeinen ab
einem absoluten Koeffizienten von % als gut eingestuft, was laut dem Hohenfeldplot auch
nur von Rauschen bis 50% erreicht wird. Dementsprechend eignet sich der Plot um den
Korrelationskoeffizienten einer symmetrischen Struktur durch visuelles Abschétzen der
Breite und des Anstiegs zu bestimmen.
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Abbildung 3.5: Korrelationskoeffizient abhéngig von Anstieg und Ausdehnung der Struk-
tur

Die Beispiele 3 und [ haben u.a. einen Zusammenhang zwischen der Form einer Struk-
tur im SP (quadratisch, bzw. kreisférmig) und im PCP (rechteckig, bzw. abgerundete
Seiten) gezeigt. Entsprechend soll das folgende Beispiel zeigen, welchen Einfluss Form-
anderungen auf eine absteigende lineare Struktur haben.

Beispiel 5. Der Datensatz besteht aus mehreren nicht-linearen Strukturen, deren Start-
und Endpunkte sich jeweils an (1,0) bzw. (0,1) befinden. Ausgehend von der Diagonalen
wird eine geknickte, flache, konvexe und konkave Form Richtung (1,1) modelliert.

Die geknickte Struktur besteht aus 2 Linien a und b fiir die jeweils n, = 500 und
ny, = 500 gleichverteilte Werte als Stichprobe genommen werden: V;, ~ U(0, %) und
Vip ~ Z/{(%, 1). Die zweite Dimension ergibt sich aus V5, = —%Vla—i-l und Vo, = —3Vj+3.
Mit der Vereinigung der Teilstrukturen ergeben sich die Dimensionen V; = V;, U Vy, und
Vo = Vaq U V.

Die flache Struktur besteht aus 3 Linien a, b und ¢ mit den Stichprobenumfingen von
Ng, Ny = 333 und n, = 334. Die Dimensionen setzen sich aus den einzelnen Linienab-
schnitten zusammen: V; = Vi, U Vi, U Vi, und Vo = Vi, U Vi, U Vi.. Linie a hat ergibt
sich aus Vi, ~ U(0, %) und V5, = 1. Linie b ergibt sich aus Vi, ~ Z/l(%, 1), Vopb = =Vip+ %
Linie ¢ ergibt sich aus Vj, = 1 und Vo, ~ U(0, 3).

Fiir die konvexe Struktur wird eine Stichprobe von n = 1000 gleichverteilten Werten
entnommen, V; ~ (0, 1). Die zweite Dimension berechnet sich mit V5 = /(1 — V}?).

Die konkave Struktur besteht aus 3 Teilstrukturen mit den Stichprobenumfingen
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o~ o~ N N o~
> \\ > > \ . _\’
v1 v1 v1 v1

(a) SP, geknickt (b) SP, flach (c) SP, konvex (d) SP, konkav

V1 V2 V1 V2 V1 V2 V1 V2
(e) PCP (f) PCP (g) PCP (h) PCP

Abbildung 3.6: Visualisierung von Beispiel

Ng,Mpy = 333 und n. = 334. Es gilt V| = Vi, UV, U Vi und Vo = Vo, U Vo, U V.
Die erste Teilstruktur ist eine Linie mit V3, ~ U(0, %) und V5, = 1. Die Dimensionen der
zweiten Teilstruktur ergeben sich aus Vi, ~ U(3,1) und Vo = 1 + /(3 — (z — 3)?). Die
dritte Teilstruktur ist wieder eine Linie mit Vj, = 1 und Va. ~ U(0, 3).

Die Datensétze der Strukturen befinden sich im Anhang unter pcp/lin.csv, pcp/
flat.csv, pcp/roundhull.csv und pcp/lin.csv.

In Abb. zeigt sich der Eckpunkt im SP als horizontale Linie im PCP, im gleichen
Abstand oberhalb vom Kreuzungspunkt, wie der Eckpunkt im SP zur Diagonalen. Der
PCP weist 2 lokale Maxima am Schnittpunkt der horizontalen Linie mit den Diagonalen
des verschrinkten Trapez’ auf. Die flache Struktur im SP der Abb. [3.6b erzeugt einen
neuen Kreuzungspunkt oberhalb des Zentrums. Es entstehen 3 lokale Maxima, die sich
oberhalb des Zentrums, links auf der Achse, horizontal mittig, und rechts auf der Achse
befinden. Das Verhalten entspricht der Linie-Punkt-Dualitdt. Betrachtet man die Struk-
turen als Grenzen symmetrischer Strukturen, kann man schlussfolgern, dass eine kantige
Ausdehnung des Kreuzungspunkts im PCP auf eine eckige Form im SP hinweist und
eine eckige Ausdehnung im PCP auf eine kantige Form im SP.

Die beziiglich der Diagonalen konvexe Form im SP von Abb. ergibt eine beziiglich
der Horizontalen im vertikalen Zentrum konkave Rundung der betreffenden oberen Seite
des verschrankten Trapez’. Da keine Linie im SP vorhanden ist, ergibt sich kein einzelnes
lokales Maximum im PCP, sondern eine Dichtehdufung entlang der gekriimmten oberen
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V4

V1 V2 V3
(b) SP, U «+» Exp (c) SP, N +» Exp (d) SP, Exp «+ Exp

V1 V2 V1 V3 V2 V3 V3 V4
(e) PCP (f) PCP (g) PCP (h) PCP

Abbildung 3.7: Visualisierung von Beispiel |§|

Seite. Die konkave Form im SP von Abb. erzeugt als obere Seite im PCP die gleiche
eckige Form wie in Abb. [3.6p. Die Kriimmung zeigt sich nur als Dichtehdufung innerhalb
des verschrinkten Trapez’ und ist konvex beziiglich der Horizontalen. Daraus folgt zum
einen, dass eine konkave Ausdehnung im PCP auf eine konvexe Form im SP hinweist.
Zum anderen ldsst sich aus der oberen und unteren Seitenform im PCP nur auf die
konvexe Hiille der Struktur im SP schlieflen.

Das folgende Beispiel ergéinzt die in Beispiel [B] und [ dargestellte charakteristische
Form und Dichte von 100% unkorrelierten Dimensionen mit gleich- bzw. normalverteilt
Werten. Es zeigt, welche Form und Dichte die Plots bei Dimensionen mit jeweils ver-
schiedener Verteilung aufweisen und betrachtet neben der Gleich- und Normalverteilung,
die ebenfalls wichtige Exponentialverteilung.

Beispiel 6. Der Datensatz hat 4 Dimensionen. Die ersten 8 Dimensionen sind Stichpro-
ben der Gleich-, Normal- und Exponentialverteilung. Die 4. Dimension ist eine weitere
Stichprobe der Exponentialverteilung.

Der Stichprobenumfang betréagt jeweils n = 10000. Der hohere Umfang dient einer
genaueren Formgebung und feineren Dichtestruktur in den Plots. Die Werte der Dimen-
sionen entstammen folgenden Verteilungen: Vi ~ U(0,1), Vo ~ N(0,1), V3 ~ Exp(1)
und V; ~ Exp(1).

Der SP von Abb. weist eine rechteckige Form mit einer horizontalen Haufung im
vertikalen Zentrum auf. Die Haufung flacht symmetrisch nach oben und unten ab. Die
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Form in Abb. ist ebenfalls rechteckig. Die horizontale Haufung befindet sich jedoch
am unteren Ende und hat einen steileren Abstieg nach oben. In Abb. zeichnet
sich ein gleichschenkliges, spitzwinkliges Dreieck ab, dessen Hohe sich orthogonal zur
Vertikalen im horizontalen Zentrum befindet. Die Haufung ist horizontal mittig unten
und flacht nach oben, links und rechts ab. Zuletzt zeigt Abb. ein gleichschenkliges,
rechtwinkliges Dreieck, dessen Spitze sich links unten befindet, wéhrend die Hohe auf
der Diagonalen mit positiven Anstieg liegt. Die Haufung befindet sich links unten, und
flacht nach oben und rechts gleichermafien ab.

Der PCP von Abb. zeigt ein symmetrisches Trapez mit der langen Seite links
und der kurzen Seite rechts. Die Dichte nimmt strahlenférmig zulaufend zum breitem
Maximum zu, welches sich vertikal mittig auf der rechten Seite befindet. Die Dichte
verlauft auf der linken Seite gleichméfig und auf der rechten Seite nach oben und unten
abflachend. Der Plot Abb. hat die Form eines rechtwinklinges Trapez’, bei dem
sich die lange Seite ebenfalls links, und die kurze Seite rechts unten befindet. Die Dichte
nimmt strahlenférmig zulaufend zum Maximum rechts unten zu, wobei die linke Seite
gleichméfig verteilt ist, und die rechte Seite nach oben abflacht. In Abb. entspricht
die Form einem rechtwinkligen Trapez mit oben stark und unten leicht gekriimmten
Schenkeln. Die linke Seite ist langer als die rechte Seite. Die Dichtehdufung verlduft von
links Mitte, nach rechts unten zum Maximum. Dabei ist die linke Seite nach oben sowie
unten, und die rechte Seite nur nach oben abflachend. Der PCP von hat die Form
eines Rechtecks mit gekriimmter oberer Seite in Hohe der vertikalen Mitte. Die Dichte
weist eine horizontale Haufung an der unteren Seite auf, die nach oben abflacht.

Die Art der Verteilung entlang einer Hauptkomponente lasst sich im SP entsprechend
wie folgt abschétzen. Gibt es keine Strukturédnderung, handelt es sich um eine Gleichver-
teilung. Eine symmetrische starke Dichteabnahme ausgehend vom zentralen Maximum
weist auf eine Normalverteilung hin. Die Exponentialverteilung ist charakterisiert durch
eine steile Dichteabnahme in eine Richtung ausgehend von einem seitlichen Maximum.
Die gleichen Merkmale gelten eingeschréinkt auch fiir den PCP. Hier kénnen nur Vertei-
lungen orthogonal zu den Dimensionen geschétzt werden.

Die bisherigen Beispiele beziehen sich auf die Untersuchung einer globalen Struktur.
In einem Datensatz kénnen aber auch mehrere lokale Strukturen auftreten. Das folgen-
de Beispiel veranschaulicht die Identifizierung solcher Cluster. Dazu wird zunéchst als
einfachster Fall ein Cluster mit lokalen Ausmaflen erzeugt, der mit variierenden globalen
Rauschen iiberlagert wird.

Beispiel 7. Im Datensatz existieren 2 sich tberlagernde Stukturen: zum einen gleich-
verteilte Werte in [, 3]?, zum anderen gleichverteilte Wete in [0,1]?.

Der Cluster wird mit einer Stichprobe von n, = 2500 Werten aus der Gleichverteilung
generiert, sodass Vi, Vo, ~ U (%, %) Die verschiedene Stérke des Rauschens wird jeweils
durch einen verschiedenen Stichprobenumfang modelliert: n, = 500, n. = 2500, ng =
5000, n. = 10000 und Viy, Vie, Via, Vie, Vab, Vae, Vag, Vae ~ U(0,1). Die Dimensionen des
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Abbildung 3.8: Visualisierung von Beispiel EI

Datensatzes setzen sich dann aus den Teilstrukturen zusammen, wobei V; = V;, U Vi, U
VieUVigU Vie und Vo = Vo, U Vo, U Vo U Vg U Vo, (siehe Anhang: pcp/cl_noise.csv).

In jedem SP der Abb. erkennt man die Form eines kleinen Quadrats im Zentrum
eines grofleren Quadrats. Das kleinere Quadrat hat eine groflere Dichte gegeniiber dem
globalen Bereich. Mit wachsender Anndherung der Dichten (von a nach d) beider Berei-
che wird es schwerer, sie visuell zu unterscheiden. In den PCP zeigt sich ein Rechteck
mit geringerer Hohe im Zentrum eines Rechtecks mit groBerer Hohe. Der kleinere lokale
Bereich ist ebenfalls dichter als der globale Bereich. Die fiir die Gleichverteilung cha-
rakteristische X-Struktur der Dichte, ist im lokalen Bereich entsprechend seiner Hohe
gestaucht.

Man erkennt, dass die Form und Struktur des Cluster im SP relativ zum globalen
Rauschen horizontal und vertikal skalieren. Im PCP geschieht dies vertikal, aber nicht
horizontal. Zudem lassen sich die iiberlappenden Cluster mit gleicher Dichte (100%) im
SP noch visuell unterscheiden, wiahrend die Grenzen im PCP kaum zu erkennen sind
(vergleiche Abb. [3.8d).

Das vorige Beispiel zeigt wie die Dichte von SP und PCP die Identifizierung eines
Clusters ermoglicht. Da mehrere Cluster in einem Datensatz vorhanden sein koénnen,
verdeutlicht das néchste Beispiel, inwiefern diese Cluster unterschieden werden kénnen.
Dies ist eine Grundlage fiir die Exploration eines Datensatz durch sukzessive Auswahl,
Betrachtung und Ausblendung einzelner Cluster. Hierfiir wird eine verschiede Anzahl
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Abbildung 3.9: Visualisierung von Beispiel

von Cluster variierend angeordnet.

Beispiel 8. Im Datensatz existieren 4 Cluster mit gleichverteilten Werten, die folgen-
dermafien angeordnet sind: 2 Cluster horizontal, 2 Cluster diagonal, 3 Cluster als Dreieck
und 4 Cluster als verzahntes Viereck.

Die Cluster a, b, c und d werden jeweils aus einer Stichprobe von n = 1000 gleichverteil-
ten Werten generiert: Viq, Vip, Vie, Vid, Vaa, Vo, Vae, Vag ~ U(0, %) Die Dimensionen der
horizontalen Anordnung ergeben sich dann aus V; = Vmuvlb+§ und V, = V2a+%UV2b+%.
Die diagonale Anordnung erfolgt durch V; = V;, UV, +§ und Vo = Vo, + % U Va. Fiir die
Anordnung im Dreieck gelten folgende Berechnungen: V; = Vi, + % U Vi + % UVie+ 1—72
und Vo = Vo, + % U Vo + % U Vo + % Zuletzt erfolgt die verzahnte Anordnung durch
Vi=Via UVip+ 3 UVie + 5 U Vig+ 3 und Vo = (Vo + 35 U Vap + § U Voo + 3 U Vag}

Der SP von Abb. zeigt 2 vertikal zentrierte, horizontal angeordnete Quadrate,
im Abstand von einer Clusterbreite. Der PCP ergibt 2 sich iiberlappende rechtwinklige
Trapeze, mit den kurzen Seiten links und den langen Seiten rechts. Die linke Achse zeigt
eine Liicke von einer Clusterbreite. Aufgrund der Uberlappung erkennt man eine dreicks-
formige Hervorhebung mit der rechten Achse als Grundseite. In Abb. sieht man im
SP 2 Quadrate, die diagonal absteigend in einem Abstand von einer Clusterdiagonalen
angeordnet sind. Die Repréasentation als PCP zeigt eine X-Form mit einer Linienstérke
von einer Clusterbreite, die sich wegen der Uberlappung beider Cluster bildet. Daraus
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ergibt sich jeweils eine Liicke auf den Dimensionsachsen, sowie eine rhombusférmige
Hervorhebung des Uberlappungsbreichs.

Die Dreieckanordnung zeigt sich im SP von Abb. als 2 Quadrate, die unten auf
einer Horizontalen liegen und einem Quadrat, das sich oberhalb, horizontal zentriert
befindet. Der Abstand zwischen den Quadraten betragt % Clusterbreite. Die Anordnung
erzeugt eine Form im PCP, die auf der linken Achse liickenfrei, oben eingeknickt, und
unten gerade ist, sowie auf der rechten Achse eine Liicke im Abstand von % Clusterbreite
aufweist. Die Dichte zeigt eine rthombusférmige Hervorhebung im Uberlappungsbereich
vom roten und griinen Cluster, sowie eine dreicksformige Uberlappung an den Achsen
im Uberlappungsbereich des blauen und griinen, sowie des roten und blauen Clusters.
In Abb. sind die 4 Cluster im SP ringférmig um das Zentrum angeordnet. Der
Abstand zwischen den benachbarten Quadraten betragt }l Clusterbreite und zwischen
den gegeniiberliegenden Quadraten eine Clusterbreite. Die Form im PCP ist links und
rechts liickenfrei, sowie oben und unten eingeknickt. Rhombusférmige Dichtehdufungen
ergeben sich zwischen dem roten und griinen, blauen und orangen, sowie blauen und
griinen Cluster. Die dreicksférmigen Haufungen treten bei den roten und orangen, roten
und blauen, sowie orangen und griinen Clustern auf.

Klar getrennte zweidimensionale Cluster in den Daten lassen sich im SP klar un-
terscheiden und damit zur Einzelbetrachtung oder Ausblendung selektieren. Im PCP
zeichnen sich die einzelnen Cluster durch Dichteliicken und sowie Dichtehdufungen ab.
Dichtehéufungen, die aus der Uberlappung von Clustern resultieren, sind rhombusférmig
und liegen zwischen den Achsen, wenn die Cluster diagonal absteigend angeordnet sind.
Sonst weisen sie eine Dreiecksform auf, bei der eine Seite auf den Achsen liegt. Damit
sind die Cluster im PCP trotz visueller Uberladung noch erkennbar.

Die Selektion der Cluster kann zum einen erfolgen, wenn sich die Intervalle der Clus-
ter entlang mindestens einer Dimension nicht iiberschneiden. In diesem Fall kann man
mittels schrittweiser Dekomposition der Struktur zuvor nicht selektierbare Cluster errei-
chen. Der Vorgang ist in Abb. nachvollziehbar. Der rote Cluster ist selektierbar und
erlaubt nach Ausblendung den Zugriff auf den blauen und griinen Cluster. Sind beide
Achsen liickenfrei, ist dies nicht mehr méglich (vergleiche Abb. [3.9().

In diesem Fall, konnen zum anderen Dichteliicken zwischen den Achsen zur Selektion
benutzt werden. Dazu selektiert man in Abb. ausgehend von der Liicke im PCP nach
oben oder unten. Der Vorgang trennt die Cluster Rot und Griin von Blau und Orange.
Einzeln betrachtet weisen Rot und Griin, bzw. Blau und Orange widerum jeweils eine
Liicke an den Achsen auf, womit zuletzt alle 4 Cluster selektierbar sind. Sind im PCP
keine Dichte

Die Abhéngigkeit der Form des PCP von der konvexen Hiille im SP (sieche Beispiel
und [8d) deuten darauf hin, dass mittels PCP keine umschlossenen eindeutigen Struk-
turen identifiziert werden kénnen. Angelehnt an dem Beispiel aus Abb. soll dieses
Problem im néchsten Beispiel veranschaulicht werden. Dazu wird eine Ringstruktur ge-
neriert, die eine Kreisscheibe mit geringerem Radius umschliesst.
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Abbildung 3.10: Visualisierung von Beispiel |§|

Belsplel 9. Im Datensatz existiert eine Ringstruktur mit Mittelpunkt (2, 2) Auflenra-
dius 3 sowie Innenradius 3 und eine Kreisscheibe mit gleichen Mittelpunkt und Radius
1

6

Der Datensatz besteht aus der Ringstruktur a und der Kreisscheibe b: D = (D,UD,)+
(2, 5) Die Stichprobe umfasst n = 10000 gleichverteilte Werte, wobei D, = {v € X ~
U(0,1)> |‘v’2'—_4/ v 402, <3 und Dy = {v € X ~U(0,1)?|Vi : / (v} +v3y) < 1},

In Abb a erkennt man die Ringstruktur mit umschlossener Kreisscheibe als SP.
Abb.|3.10 zelgt den entsprechenden PCP, dessen Form links und rechts liickenfrei, sowie
oben und unten konkav zum Zentrum ist. Die Dichte weist am oberen und unteren Rand
eine Haufung auf, deren Ausdehnung der Ringbreite entspricht. Im Zentrum zeigt sich
ein Rechteck mit leicht konkaver oberer und unterer Seite, sowie einer Hohe, die dem
Kreisdurchmesser entspricht. Der SP lésst eine eindeutige Trennung der Cluster zu, wéh-
rend die Form des PCP durch die Liickenfreiheit auf keinen Cluster hinweist. Die Dichte
deutet zwar auf den zweiten Cluster hin, eignet sich aber nicht zur iiberschneidungsfreien
Selektion.

Das letzte Beispiel beziiglich der Untersuchung der zweidimensionalen Visualisierun-
gen bezieht sich auf die Identifizierung von Ausreifler einer Struktur. Diese Abweichung
vom Standard kénnen entweder Messfehler oder besonders interessante Ereignisse dar-
stellen, was sie zu einem wichtigen Bestandteil der Datenanalyse macht. Zur Veran-
schaulichung werden mehrere Ausreisserwerte um eine absteigende gekriimmte Struktur
positioniert.

Beispiel 10. Der Datensatz besteht aus einem Kreisringviertel innerhalb |55, <5
einer Ringbreite von 5 und ist mit einem gleichverteilten Bereich in [0, £] x |75

bunden. Um die Struktur sind 7 Ausreisser platziert.

Der Kreisringsektor a und die Ausreisserwerte V7 und V5 vereinen den Datensatz:
D = (Dy+ (35, 75)) U{Via, Vaa} U {Vip, Vap}. Zur Generierung des Kreisringsektors wird
eine Stichprobe von n = 10000 gleichverteilten Werten entnommen, sodass D, = {v €
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Abbildung 3.11: Visualisierung von Beispiel

X ~ U0,1)2Vi : 5 < (/o2 + 02, < 2}. Die Stichprobe des gleichverteilten Bereich
umfasst n, = 200 Werte, wobei Vi, ~ U(0 ,5) und Vo, ~ U ( 5) Die Ausreisser sind
mit den Dimensionen Vi, = 0,0, 230, ;(1), ‘51, g, 1 und Vo, =1, 230, 11(1), g, ;g, 1 definiert.

Die Abb. und c zeigen, dass im SP alle Ausreisser eindeutig erkennbar sind.
Im PCP sind die Schnittpunkte der dualen Linien der Ausreisser entweder beidseitig
sichtbar, einseitig sichtbar, segmentweise sichtbar oder nicht sichtbar (siehe Abb.
und d). Beidseitige Sichtbarkeit haben Ausreisser, die ausserhalb der Intervallgrenzen
der Struktur liegen (Abb. und d, jeweils griin). Liegt der Ausreisser innerhalb
der Intervallgrenzen von einer Dimension, ist er im PCP nur einseitig sichtbar (Abb.
, blau und rot). Liegt er innerhalb der Intervallgrenzen beider Dimension, aber
ausserhalb der konvexen Hiille der Struktur zuziiglich (0,1) und (1,0), ist zumindest
noch ein Liniensegment sichtbar (Abb. 3.11p, rot). Nicht sichtbar sind Ausreisser, die

sich innerhalb der konvexen Hiille der Struktur zuziiglich (0, 1) und (1, 0) befinden (Abb.

3.11p, blau; [3.11d, orange).

3.1.2 Regeln

Aus den im vorigen Abschnitt beschriebenen Beispielen ergeben sich 5 Regeln, die im
folgenden formuliert und erldutert werden.

Regel 1. Eine punktformige Dichtehdufung im PCP entspricht einer linearen Struk-
tur mit negativem Anstieg im SP. Eine lineare Dichtehdufung im PCP entspricht einer
punktformigen Struktur im SP. Eine kurvige Dichtehdufung im PCP entspricht einer
ebenfalls kurvigen Struktur im SP. Dabei ist die Kriimmung beziiglich der absteigenden
Diagonalen im SP invers zur Kriimmung beziiglich der zentralen Horizontalen im PCP.

Die Regel leitet sich aus der Punkt-Linie-Dualitdt zwischen SP und PCP ab und
zeigt sich zum einen in den Beispielen [1], [2] und [l Hier zeigen die Abb. [3.1¢ und [3.1d,
sowie [3.2] [3.6h und [3.6k eine oder mehrere punktférmige Dichtehdufungen im PCP und
die entsprechenden linearen Strukturen gleicher Anzahl im SP. Die Einschrankung auf
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(a) SP (b) PCP

Abbildung 3.12: Schematische Darstellung von Regel 1| beziiglich des Zusammenhangs
zwischen Punkt und Linie (blau), Linie und Punkt (rot), sowie Kurve
und Kurve (griin) im SP und PCP

negative Anstiege ergibt sich dabei aus Abb. und 3.1, da die lineare Struktur im SP
in diesem Fall keine punktformige Dichtehdufung im PCP aufweist. Der Ubergang vom
positiven zum negativen Anstieg liegt bei m = £oo und m = 0. Die Abb. und
zeigen, dass in diesen Spezialfillen die punktférmigen Dichtehdufungen im PCP auf den
Dimensionsachsen liegen. Die Erhaltung kurviger Strukturen bei inverser Kriimmung ist
in Abb. 3.6t und Abb. B.6d zu sehen.

Zum anderen ist aus aus den Abb. [3.8 und [3.9) der Beispiele [7] und [§] ersichtlich, dass
die linearen Dichtehdufungen im PCP dem Cluster (quadratischer Punkt) im SP ent-
sprechen. Uberlagern sich lineare Strukturen im PCP, ergibt sich ein Uberlappungsbreich
hoherer Dichte, welcher widerum auf einen linearen Zusammenhang mit negativem An-
stieg hinweist. In Abb. zeigt sich dies durch die diagonal absteigende Anordnung
der roten und griinen, sowie blauen und orangenen Cluster. Zuletzt ergibt sich aus Bei-
spiel |3| und Beispiel , dass mit zunehmendem Ubergang von einer linearen zu einer
punktformigen Struktur im SP, ein Ubergang von einer punkférmiger zu einer linearen
Dichtehdufung im PCP erfolgt (siehe Abb. und [3.4)).

Die Regel ist in schematisch dargestellt. Der blaue Punkt im SP entspricht der
blauen Linie im PCP. Hierbei sind die Koordinaten des Punktes die Schnittpunkte der
Linie mit den Dimensionsachsen. Der rote Punkt im PCP entspricht der roten Geraden
im SP. Die Schnittpunkte der Seiten eines in diesem Punkt verschréankten Trapez’ mit den
Dimensionsachsen sind die Koordinaten der Start- und Endpunktes der roten Gerade.
Die griine Kurve im SP ist konvex zur absteigenden Diagonalen und entspricht der griinen
Kurve im PCP, dessen Kriimmung konkav zur zentralen Horizontalen ist.

Regel 2. Die Eckpunkte der konvexen Hiille der Struktur im PCP entsprechen den
Kanten der konvexen Hiille der Vereinigung der Struktur im SP mit der absteigenden
Diagonalen ihres minimal umgebenden Rechtecks. Ebenso entsprechen die Kanten der
konvexen Hiille im PCP den Eckpunkten der konvexen Hiille im SP.

Diese Regel ergibt sich zunéchst aus Beispiel 5} Die Abbildungen [3.6h, und
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(b) PCP

Abbildung 3.13: Schematische Darstellung von Regel |2 beziiglich des Zusammenhangs
zwischen den konvexen Hiillen der Stukturen im SP und PCP

zeigen, dass mit jeder Kante im SP, die nicht auf dem minimal umgebenden Rechteck
(MUR) liegt, ein Eckpunkt im PCP hinzukommt. Eine Ausnahme ist Abb. [3.6d, bei der
die Kanten der kurvigen Struktur im SP keinen Einfluss auf die Form des PCP haben.
Diese gleicht der Form des PCP von Abb. [3.6b, deren Kante im SP genau der nicht
sichtbaren Kante der konvexen Hiille der Struktur im SP von Abb. 3.6d entspricht.

Verdeutlicht wird dies in Beispiel 0] Die rote Kreisscheibe liegt innerhalb der konvexen
Hiille der gesamten Struktur von Abb. und hat keinen Einfluss auf die konvexe
Hiille des PCP (siehe Abb. [3.10k). Weiterhin zeigt Beispiel [L0]in Abb. und [3.11p,
dass der blaue Ausreifler, der im SP auflerhalb der grauen Struktur, aber innerhalb
ihrer konvexer Hiille liegt, als blaue Linie im PCP innerhalb der Struktur verschwindet.
In Abb. 3.1 und B.IId liegt der orangene Ausreifier auflerhalb der konvexen Hiille
der grauen Struktur, dennoch verschwindet er als orangene Linie im PCP innerhalb
der Struktur. Daher gilt die Regel nur nach Vereinigung der Struktur im SP mit der
absteigenden Diagonalen des MUR.

Abb. stellt die Regel schematisch dar. Der SP zeigt eine Struktur mit ihrer konve-
xen Hiille (gekreuzte Schraffur, graue Eckpunkte) und der konvexen Hiille nach Vereini-
gung mit der absteigenden Diagonalen des MUR (parallele Schraffur, graue und schwarze
Eckpunkte). Die Kanten der konvexen Hiille, die nicht auf dem MUR liegen, sind farblich
markiert. Der PCP zeigt die duale Struktur mit ihrer konvexen Hiille (parallele Struktur)
und die dualen Eckpunkte der Kanten des SP entsprechend ihrer farblichen Markierung.

Regel 3. Die Form und Dichte eines SP oder PCP, weist auf die Verteilung der Daten
hin. Dabei kénnen anhand von jeweils 6 Schemata fiir SP und PCP die Kombinationen
{U,N, Exp}? unterschieden werden.

Die Schemata ergeben sich aus den Plots der Beispiele[3] [l und [6] Die Beschreibung der
Form und der Dichte beschrankt sich auf ein geometrisches Primitiv bzw. eine Art des
Helligkeitsverlaufs. Dabei sind Bereiche mit geringer Dichte heller als Bereiche mit hoher
Dichte. Das Seitenverhiiltnis der Schemata betrigt 1:1, was den auf [0, 1]*> normierten,
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untersuchten Daten entspricht. Zunéchst werden die Schemata mit gleicher Verteilung
der beiden Dimensionen und anschlieend die Schemata mit unterschiedlicher Verteilung
vorgestellt. Hierbei erfolgt die Zuweisung der Achsen nach X < Y, sodass die Dimension
vor dem Pfeil der X-Achse im SP und der linken Achse im PCP entspricht.

U < U Der SP hat die Form eines Quadrats mit gleichméfBiger Helligkeit. Der PCP
ist ebenfalls ein Quadrat mit gleichméafliger Helligkeit, auf dem sich allerdings eine
leicht dunklere x-formige Struktur entlang der Diagonalen abzeichnet. Das Schema

ist in Abb. [3.14h dargestellt.

N < N Der SP ist kreisférmig mit einer radial zum Zentrum zunehmenden Helligkeit.
Die Form des PCP ist ein oben und unten gleichermafien mit konkaver Kriimmung
rund geschnittenes Quadrat. Die Helligkeit nimmt linear und parallel zur zentralen
Horizontalen zu. Das Schema ist in Abb. dargestellt.

Exp <+ Exp Der SP hat die Form eines rechtwinkligen, gleichseitigen Dreiecks, dessen
rechter Winkel im Nullpunkt liegt. Die Helligkeit nimmt ausgehend von und par-
allel zur Hypothenuse linear in Richtung des Nullpunkts zu. Der PCP ist ein oben
mit konkaver Kriimmung geschnittenes Quadrat, bei dem die Helligkeit linear und
parallel zur Horizontalen nach unten zunimmt. Das Schema ist in Abb. dar-
gestellt.

U < N Der SP ist ein Quadrat, dessen Helligkeit linear und parallel zur ¢-Achse zum
Zentrum hin zunimmt. Der PCP ist ein oben und unten gleichermaflen mit konka-
ver Kriitmmung rund geschnittenes Quadrat. Die Kriimmung der Kurve nimmt in
Richtung N-Achse zu. Ebenso verhilt es sich mit der Helligkeit, die linear, parallel
und in Richtung der N'-Achse zunimmt. Das Schema ist in Abb. dargestellt.

U <> Exp Der SP hat die Form eines Quadrats, dessen Helligkeit linear sowie parallel
zur U-Achse zum Nullpunkt hin zunimmt. Der PCP ist ein oben mit konkaver
Kriimmung rund geschnittenes Quadrat, bei der die Kriitmmung Richtung Exp-
Achse zunimmt. Die Helligkeit nimmt linear und parallel zur und in Richtung der

Exp-Achse zu. Das Schema ist in [3.15b dargestellt.

N <« Exp Der SP ist ein gleichschenkliges, spitzwinkliges Dreieck, dessen Grundsei-
te auf der N-Achse liegt. Die Helligkeit nimmt elliptisch zum Mittelpunkt der
N-Achse und zum Nullpunkt der Exp-Achse zu. Die Hauptachse der Ellipse ist
parallel zur Exp-Achse. Der PCP ist ein oben stark und unten schwach mit konka-
ver Kriimmung rund geschnittenes Quadrat. Die Kriimmung nimmt in Richtung
Exp-Achse aufer oberen Seite zu und aufer unteren Seite ab. Die Helligkeit steigt
kaum wahrnehmbar, parallel zur und in Richtung der Exp-Achse und bildet damit
einen linearen, dunklen Bereich vom Zentrum der N-Achse zum Nullpunkt der
Exp-Achse. Das Schema ist in dargestellt.
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@ PcP (f) PCP

Abbildung 3.14: Schematische Darstellung von Regel [3| beziiglich der Abhéngigkeit der
Form und Dichte im SP (oben) und PCP (unten) von der Art der Ver-
teilung der Daten
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(a) SP, U < N (b) SP, U +» Exp (c) SP, N <+ Exp

(d) PCP \‘ (e) PCP

Abbildung 3.15: Schematische Darstellung von Regel [3| beziiglich der Abhéngigkeit der
Form und Dichte im SP (obere Reihe) und PCP (untere Reihe) von der
Art der Verteilung der Daten
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Regel 4. Der Korrelationskoeffizient einer symmetrischen Struktur kann im SP aus
threr Breite entlang der aufsteigenden Diagonalen und im PCP aus der Breite entlang
der Vertikalen im Zentrum geschdtzt werden.

Die Regel ist das Ergebnis der Untersuchung aus den Beispielen [3] und [l Hier zei-
gen die Abb. und Abb. dass die Verbreiterung der linearen Strukturen den
Absolutwert des Korrelationskoeffizientens zwischen den Dimensionen senkt. Genauer
zeigt sich nach Abb. die Abhéngigkeit des Koeffizienten von dem Anstieg und der
Rauschausprigung der Struktur, wobei der Anstieg hier einen geringeren Einfluss als
das Rauschen hat. Ob die Daten gleich- oder normalverteilt vorliegen hat wiederum
keinen wahrnehmbaren Einfluss. Aufgrund der in den Rahmenbedingungen vereinbar-
ten Skalierung der einzelnen Dimensionen auf [0, 1] erhédlt man stets einen Anstieg von
0,%1 oder +oo und die Strukturbreite variiert abhéngig vom vorhandenen Rauschen
und urspriinglichen Anstieg.

In der Abb. sieht man den Verlauf des Korrelationskoeffizienten ¢ in Abhéingigkeit
des Verhéaltnis d = j—}i der Léange dg des Schnitts der aufsteigenden Diagonalen mit einer
symmetrischen Struktur im SP zur Lange dp der aufsteigenden Diagonalen des MUR
(im skalierten Fall ist dp = +/2). Das Verhiltnis ist dquivalent zum Verhiltnis der
Léange dg des Schnitts der zentralen Vertikalen durch die Struktur im PCP zur Linge
d 4 der Dimensionsachsen. |3.17 Der Plot ergibt sich aus der Generierung von n = 10000
gleichverteilten Werten, die mit 65 Werten fiir 0 < d < 1 modelliert werden. Damit 14sst
sich der Korrelationskoeffizient in Abhéngigkeit von der relativen Strukturbreite linear

annihernd durch folgende Funktion bestimmen:

%d_L [07%)
Q*(d) ~ _Qd_%v [%7%)
%d_%a [%71]

Diese Funktion kann bei normalverteilten Daten nur eingeschrankt verwendet werden,
1

da dort die Strukturbreite ab einem Verhéltnis von ~ 5 zur Diagonalen nicht direkt
proportional mit der Rauschausprigung skaliert. Dieser Umstand ist in Abb. er-
kennbar. Dementsprechend sollte die Schétzung von normalverteilten Strukturen nur im
Bereich von 0 bis 50% relativer Strukturbreite erfolgen. Die Abb. zeigt schematisch,
wie die einzelnen Léngen im SP und PCP abgemessen werden, um das Verhéltnis d zur
Schatzung des Korrelationskoeffizienten zu gewinnen. Achtet man bei der Visualisierung
auf ein Seitenverhéltnis von 1:1, kann man im SP auch die horizontalen bzw. vertikalen

anstatt der diagonalen Absténde ins Verhéltnis setzen.
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3.1 Bivariate Visualisierungen - Scatterplot und Parallele Koordinaten

(b) SP, ¥

(c) PCP, U \ (d) PCP, N

Abbildung 3.16: Schematische Darstellung der Ermittlung von der relativen Struktur-
breite d zur Schiatzung von o im SP und PCP nach Regel

S ds V(AT +A))

Cdp 2+ )
Az = Ay und [, =, wegen der Skalierung auf [0,1]

g VA VA A,

N RO

Regel 5. Ein punktformiger Cluster im SP, entspricht einer linearen Dichtehdufung im
PCP. Sind zwei Cluster diagonal absteigend angeordnet tiberlagern sich thre Linienbiindel
auf oder zwischen den Dimensionsachsen. Das Vorhandensein mehrerer Cluster unter-
teilt den PCP in dberlagerte und tberlagerungsfreie Bereiche, wodurch dieser wiederum
in seine einzelnen Strukturen zerlegt werden kann.

Die Regel leitet sich aus Beispiel [§] ab. Abb. [3.9zeigt im PCP die linearen Dichtehéu-
fungen und im SP die entsprechenden quadratischen Cluster. Im PCP lassen sich drei
Bereiche definieren: Hintergrund, Cluster und rhombusférmige Uberlagerung. Es erge-
ben sich drei Kombinationen von Anordnungen dieser Bereich entlang einer beliebigen
Gerade im PCP, die zur systematischen Dekomposition der Struktur verwendet werden
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Abbildung 3.17: Plot des Korrelationskoeffizienten in Abhéngigkeit von der relativen
Strukturbreite d mit Anndherung durch lineare Funktionen (blau, rot,
griin)
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Abbildung 3.18: Plot der relativen Strukturbreite in Abhéngigkeit der Ausprigung nor-
malverteilten Rauschens
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3.2 Multivariate Visualisierungen - Radviz und multidimensionale Skalierung

kénnen. Dabei wird angenommen, dass sich die Cluster mindestens in einer Dimension
nicht {iberlagern.

Schneidet die Gerade den zunéchst den Hintergrund, damm einen Clusterbereich und
wieder den Hintergrund (HCH-Kombination), selektiert sie den gesamten Cluster und
keinen weiteren. Der Cluster wird gekennzeichnet und zur weiteren Exploration ausge-
blendet. Schneidet die Gerade einen Cluster, einen Uberlagerungsbereich und wieder den
gleichen Cluster (CUC-Kombination), hat man einen ganzen Cluster und einen Teilclus-
ter selektiert. Da sich die Cluster in mindestens einer Dimension nicht iiberlagern, muss
hier oder nach Invertieren einer Dimensionsachse eine Position der Geraden existieren,
die nur den Cluster selektiert und somit vom Teilcluster trennt. Schneidet die Gerade
den Hintergrund, eine Uberlagerung und wieder den Hintergrund (HUH-Kombination),
hat man eine Clustergruppe selektiert. Eine Gruppe wird separat weiter zerlegt, bis all
ihre einzelnen Cluster gekennzeichnet sind.

Der Vorgang ist in Abb.[3.19/fiir die Struktur aus[3.19% schematisch veranschaulicht. Es
findet sich in Abb. keine Moglichkeit fiir die HCH-Kombination und keine sinnvolle
HUH-Kombination, weshalb zunéchst eine Gerade mit CUC-Kombination gesucht wird.
Abb. zeigt die Einzelbetrachtung der selektierten Daten, bei der die Trennung
des Clusters vom Teilcluster und somit die Kennzeichnung mit Gelb moglich ist. Der
gelbe Cluster wird fiir die weitere Exploration ausgeblendet. In den Abb. bis
konnnen jeweils die HCH-Kombinationen gefunden und die Cluster somit einzeln
gekennzeichnet und ausgeblendet werden.

3.2 Multivariate Visualisierungen - Radviz und
multidimensionale Skalierung

Multivariate Viusalisierungen haben den Vorteil, dass man zur Erkennung von univa-
riater oder bivariater Merkmale von Strukturen eines hochdimensionalen Datensatzes
theoretisch nur ein Plot betrachten brauch. Mit bivariaten Visualisierungen wiirde man
die Plots aller Kombinationen der einzelnen Dimensionspaare benttigen. Dies motiviert
den Ansatz fiir die Untersuchung von Radviz und MDS zunéchst solche Datensétze zu
generieren, die iiber die gleichen Merkmale, wie die Beispiele aus Abschnitt Dazu
werden die bereits vorhanden Datensétze verwendet und die restlichen Dimensionen mit
Zufallsdaten, festen Werten oder Kopien (auch invertiert) der Ursprungsdaten gefiillt.
In den Plots der Visualisierungen sind die generierten Daten mit einem kleine Anfangs-
buchstaben gekennzeichnet. Dabei steht , g* fiir gleichverteilte, ,n* fiir normalverteilte,
e fiir exponentialverteilte, ,,c* fiir kopierte und i fiir invertierte Daten. Die weiteren
Rahmenbedingungen des vorigen Abschnitts bleiben weiterhin giiltig.

3.2.1 Untersuchung

Als erstes wird das Beispiel [I] verwendet und um gleichverteilte Dimensionen erweitert.
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3 Analyseregeln

(b) SP (c) SP
(e)

(d) PCP

Y

(a) SP
)

PCP (f) PCP

Abbildung 3.19: Schematische Darstellung von Regel [5| beziiglich der Zerlegung eines
PCP in einzelne Strukturen
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3.2 Multivariate Visualisierungen - Radviz und multidimensionale Skalierung

(a) RVP (b) RVP (c) RVP

Abbildung 3.20: Visualisierung des Beispiels

Beispiel 11. Der Datensatz besteht aus gleichverteilten Werten, wobei D = {p;; €
[0,1)9 | Vi : pio = pia} fiird e {2,...,8}.

Dazu werden Vi, V5 aus pcp/cor10k.csv| geladen. Dieser Datensatz entspricht dem
Datensatz des Beispiels [1| mit der Ausnahme, dass er n = 10000 Werte umfasst. D.h.,
0(V1,V2) = 1 Dementsprechend wird fiir die restlichen d — 2 Dimensionen jeweils eine
Stichprobe von n = 10000 Werten der Gleichverteilung entnommen, sodass Vo 4 ~
U(0,1).

Fiir die Untersuchung der Visualisierung werden V; und V5 adjazent zueinander plat-
ziert. Man erkennt im 3-dimensionalen Fall eine Gerade mit einem Endpunkt in g, und
dem anderen Endpunkt auf dem Mittelpunkt der Geraden von V; zu V, (siehe Abb.
[3.20h). Die Abb. zeigt im 4-dimensionalen Fall ein Dreieck mit den 2 Eckpunkten
in go und g3 und den dritten Eckpunkt wieder zwischen V; und V5. Die Dichte des Drei-
ecks nimmt zum Radviz-Mittelpunkt zu. Im 5-dimensionalen Fall (sieche Abb. ) hat
die Struktur eine viereckige Form. 3 Eckpunkte liegen wiederum auf den gleichverteilten
Dimensionen g¢o, g3 und g4 und der 4. zwischen V; und V5. Die Dichte nimmt starker
zum RVP-Mittelpunkt zu. Zuletzt zeigt sich im 6-dimensionalen Fall ein Fiinfeck, dessen
Form durch die schwache Dichte ausserhalb des Zentrums schwer zu erkennen ist. Ein
Eckpunkt liegt zwischen V; und V3, die anderen Eckpunkte liegen auf den Dimensionen
g2 - .. gs(siehe Abb. [3.201).

Daraus lésst sich ableiten, dass aus zwei miteinander positiv korrelierende Dimensio-
nen bei n-Dimensionen ein n-1-eckiges Polygon mit spitzwinkligen Eckpunkt auf dem
Mittelpunkt der Gerade zwischen den Dimensionen abgebildet wird. Die restlichen Eck-
punkte liegen auf den Ankerpunkten, der nicht korrelierenden Dimensionen. Dabei ist
die Dichte stets zentral und der spitzeste Winkel der Form zeigt in Richtung der korre-
lierenden Dimensionen. Da die Dichte stets zentral liegt, enthélt sie keine Information
und man kan zur besseren Formerkennung ohne Transparenz plotten. Mit zunehmender
Dimensionalitét ordnen sich die Werte der Struktur zentral an.

Das néchste Beispiel zeigt das Verhalten bei 2 negativ zueinander korrelierenden Di-
mensionen.
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3 Analyseregeln

(b) RVP (c) RVP

Abbildung 3.21: Visualisierung des Beispiels

Beispiel 12. Der Datensatz besteht aus gleichverteilten Werten, wobei D = {p;; €
[0, ].]d | Vi : Di2 = 1 _pi,l} fur d e {2, ce ,8}

Es entspricht somit Beispiel [L1], aufler dass gilt: iVa = 1 — V4. Die Ankerpunkte von
Vi und V5 sind wieder benachbart. Im 3-dimensionalen Fall ergibt sich ein gleichschenk-
liges Trapez mit 2 Eckpunkten an den korrelierenden Dimensionen. Die Dichte nimmt
linear zum Zentrum und parallel zur Gerade zwischen V4 und iVs (siche Abb. B.21h).
Die Struktur ist im 4-dimensionalen Fall 6-eckig und 2 Eckpunkte befinden sich wieder
auf den korrelierenden Dimensionen. Die Dichte nimmt wieder parallel zur Gerade der
korrelierenden Dimensionen zum Zentrum hin zu. Die Abb. [3.21k und [3.21ld zeigen, dass
die Form mit zunehmender Dimension ellipsenférmig.

Das Beispiel zeigt, dass 2 negative korrelierende Dimensionen eine symmetrische Struk-
tur erzeugt, mit zum Zentrum zunehmender Dichte. Die Symmetrieachse liegt orthoganal
zur Geraden der korrelierenden Dimensionen und schneidet deren Mittelpunkt. Damit
ist auch die Hauptachse der Struktur stets parallel zu der Gerade zwischen V; und V2.

Das folgeden Beispiel zeigt ds Verhalten bei einer variablen Anzahl miteinander kor-
relierender Dimensionen.

Beispiel 13. Der Datensatz besteht aus gleichverteilten Werten, wobei D = {p;; €
[0,1]4 | Vi : pia.c =mpi1} fiird € {2,...,6}, m e {—1,1} und c € {2,3,4}.

Hier entstammt V; aus pcp/cor10k.csv und wird um ¢ Dimensionen erginzt, sodass
V... = mVj. Die restlichen Dimensionen entsprechen einer Stichprobe von n = 10000
gleichverteilten Werten, sodass V.41 4 ~ U(0,1).

Die Abb. [3.22h und [3.22b zeigen die Plots fiir m = 1 und ¢ = 3. Im 5-dimensionalen
entsprechen Form und Dichte der Struktur dem 4-dimensionalen Fall aus Beispiel
Allerdings liegt hier die Spitze im Mittelpunkt des durch die korrelierende Dimensions-
ankerpunkte aufgespannten Dreiecks. Der 6-dimensionale Fall entspricht in Form und
Dichte dem 5-dimensionalen Fall aus Beispiel [L1} Auch hier befindet sich die Spitze im
Dreieck der korrelierenden Dimensionen.
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3.2 Multivariate Visualisierungen - Radviz und multidimensionale Skalierung

(a) RVP (b) RVP (c) RVP

Abbildung 3.22: Visualisierung des Beispiels

Fir m = 1,c = 4 zeigt die Abb. im 6-dimensionael Fall, dass die Form und
Dichte, der des 4-dimensionalen Falles aus Beispiel [11] entspricht. Die Spitze liegt jetzt
im Mittelpunkt des durch die korrelierendem Dimensionen aufgespannten Trapez.

Damit wird deutlich, dass im n-dimensionalen Fall bei ¢ korrelierenden Dimensionen
mit adjazenten Ankerpunkten eine n — ¢ + 1 eckige Form entsteht. Der Eckpunkt mit
dem spitzesten Winkel liegt dabei stets auf dem Mittelpunkt der konvexen Hiille der
korrlierenden Dimensionen.

Das néchste Beispiel stellt den mogliche Einfliisse auf die Darstellung von Clusterbil-
dungen in Radviz und MDS gegeniiber.

Beispiel 14. Der Datensatz hat 5 Dimensionen und besteht aus 5 Clustern. Die Clus-
ter sind beziglich aller Dimensionen normalverteilt und haben definierte Positionen. Es
erfolgt eine Variation der Cluster beziiglich ihrer Grofle, Position, sowie Anzahl der
Dimension, die Finfluss auf deren Ausmafle haben.

Der Stichprobenumfang betrigt n = 1000. Es existieren 5 normalverteilte Dimen-
sionen Vi 5 ~ MN(0,1), eine Positionsmatrix mit 5 Koordinaten fiir 5 Dimensionen
posi.s1.5 ~ U(=7,7), 5 normalverteilte Strukturen unterschiedlicher Dimensionalitét
Dy = {V1, V5, V4, Vi, V} Dy = {V4, Vi, Vi, Vi, 0} Dy = {VA, VA, V4, 0,0} Dy = {V4,15,0,0,0}
D5 ={V1,0,0,0,0}, 2 Faktormatrizen f, = (1,2,3,4,5) und f; = f—52 Dabei werden aus

Do = {{D1},AD1}, {Dr}, {D1}, {D1}} und Dy = {{D1},{ D2}, {Ds},{Da}, {Ds}} fol-
genden Datensétze konstuiert:

e rv/spheres.csv mit D, + pos

e rv/spheres_vardim.csv mit Dj + pos

e rv/spheres_varscal.csv mit f; D, + pos
e rv/spheres_varsca2.csv mit foD, + pos

e rv/spheres_varposscal.csv mit D, + fipos
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3 Analyseregeln
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Abbildung 3.23: Visualisierung des Beispiels

e rv/spheres_varposscal.csv mit D, + fopos

Die Abb. [3.23kh und [3.23k zeigen die ausgingliche Positionen, Skalierungen und Dimen-
sionalitdten der Cluster, wobei beide Visualisierungen eine dhnliche Clusteranordnung
aufweisen. In Abb. und erkennt man, dass die Positionen bei verdnderter
Dimensionalitit (der gelbe Cluster bestht bspw. nur noch aus 1 Dimension) gleich blei-
ben. Dafiir &ndert sich dieStrukturen in dhnlicher Weise. Der gelbe Cluster hat dieselbe
lineare Form.

Die Abb.[3.24a und [3.24k, sowie[3.24b und [3.24f zeigen dass die Auswirkung der Skalie-
rung der Clustergréfien im MDS keine Auswirkungen auf deren Positionen hat. Im RVP
bewirkt die Vergroflerung der Cluster eine zentrumsnéhere Platzierung der Abbilder.
Die Skalierung des Abstandes vom Nullpunkt bewirken bei beiden Visualisierungen eine
Positionsdnderung gegeniiber der anderen Plots (vergleiche Abb. ,d,g,h mit
und ) Dabei bewirkt eine Annéherung an den Nullpunkt eine Vergréferung der ab-
gebildeten Strukturen (siche Abb. [3.24c und |3.24fg) und die Entfernung von Nullpunkt
eine Verkleinerung der Strukturen (3.24d und [3.24h).

3.2.2 Regeln

Regel 6. Sind die Ankerpunkte von korrelierenden Dimensionen in der Radviz-Visuali-
sierung adjazent zueinander und weisen die restlichen Dimensionen keine ausgeprdgte
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3.2 Multivariate Visualisierungen - Radviz und multidimensionale Skalierung
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Abbildung 3.24: Visualisierung des Beispiels

Korrelation untereinander und zu den korrelierenden Dimensionen auf, entsteht eine
Struktur, deren spitzester Winkel auf den Mittelpunkt der konvexe Hiille der Ankerpunkte
der korrelierenden Dimensionen zeigt.

Die Regel kann aus dem Beispiel [11] abgeleitet werden. Hierfiir werden Schemata fiir
die Form und Dichte definiert, die bei n Dimensionen und davon ¢ benachbarter korre-
lierender Dimensionen gilt. Es entsteht eine Polygon mit n — ¢ + 1-Eckpunkten, deren
Eckpunkte bis auf einen auf den Ankerpunkten der nicht-korrelierten Dimensionen lie-
gen. Die Schemata sind fiir n = 3,;n = 4,n = 5, und n = 0o bei ¢ = 2 definiert und in den
Abb. [3.25h bis [3.25d zu sehen. Die Ankerpunkte der korrelierenden Dimensionen sind
hier schwarz und die restlichen Ankerpunkte grau markiert. Allgemeint lédsst sich formu-
lieren, dass eine n — ¢ 4 1-eckiges Polygon entsteht, von dem n — ¢ Eckpunkte auf den
Ankerpunkte der nicht-korrelierenden Dimensionen liegt. Der Eckpunkt mit dem spit-
zesten Winkel liegt auf Mittelpunkt der konvexen Hiille der ¢ Ankerpunkte. Im Fall von
n = oo ergibt sich eine kreisformig Struktur mit zum Zentrum zunehmemnder Dichte.

Analog ergeben sich aus dem Beispiel die Schemata fiir den Fall zweier negativ
korrelierender Dimensionen. Die Schemata sind in Abb. ersichtlich. Im Fall, dass
n = oo ist die Form elliptisch, und ihre Hauptachse verlduft parallel zur Gerade zwischen
den Ankerpunkten der negative korrelierenden Dimensionen. Die Dichte flacht in dieser
Richtung flacher und in entgegengesetzter Richtung steiler ab.
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Abbildung 3.25: Visualisierung der Regel@
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Abbildung 3.26: Schematische Darstellung der Regel |§| beziiglich der Abhéngigkeit der
Form und Dichte im SP und PCP von der Art der Verteilung der Daten
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4 Evaluierung

Die im vorigen Kapitel aufgestellten Analyseregeln sind bereits durch die Untersuchung
mehrerer synthetischer Datensétze erértert worden. Die Daten wurden dabei so model-
liert, dass sie bestmoglichst den Sachverhalt der jeweiligen Regel verdeutlichen. Dadurch
ist die Aussagekraft der Regeln fiir diese speziellen Datensétze eindeutig gegeben. Ent-
scheidend fiir die Anwendbarkeit und damit die Relevanz einer Regel ist jedoch, wie stark
sie bei der Betrachtung von allgemeinen Datensétzen greift. Um diesen Aspekt einschét-
zen zu konnnen, werden die Regeln in diesem Kapitel beziiglich ihrer Allgemeingiiltigkeit
in Bezug auf Standarddatensétze der statistischen Literatur untersucht.

Die Evaluierung erfolgt dabei ebenso wie die Untersuchung der synthetischen Daten
getrennt nach bi- und multivariaten Regeln. Dazu werden zunéchst verschiedene Plots
der Standarddatensitze mit den vier Visualisierungstechniken erzeugt. Aufgrund der
groflen Anzahl an moglichen Dimensionskombinationen, die im multivariaten Fall durch
den Einflul der Achsenanordnung zuséitzlich wéchst, werden zielgerichtet nur solche
Plots untersucht, die ein hohes Potenzial haben eine Regel entweder zu bestétigen oder
zu widerlegen. Nach der Auswahl dieser Plots werden die Regeln angewandt und die
Ergebnisse anhand statistischer Berechnungen validiert.

Dazu gehoren die in den Grundlagen vorgestellten Verfahren: Spearmans Rho, Kolmo-
gorow-Smirnov-Test, Local Outlier Factor und DBSCAN. Der KS-Test auf Exponenti-
alverteilung wird hierbei durch den Test auf Gammaverteilung ersetzt. Die Gamma-
verteilung ist eine Verallgemeinerung der Exponentialverteilung und hat den Vorteil,
dass einzelne Werte beidseitig vom Maximum der Verteilung liegen konnen. Dadurch
ist der Test robuster gegen Ausreifler bei dhnlicher Charakteristik der Verteilung. Da
sich die Gammaverteilung bei der Schiatzung ihrer Parameter p und b der Normalver-
teilung anndhern kann, werden Schétzung mit einem Verhiltnis von E(X) = £ > %
verworfen. Dadurch ist die Gammaverteilung innerhalb der Normierung auf [0, 1] stets
von der symmetrischen Normalverteilung unterscheidbar, die hier einen Erwartungswert
von % aufweist. Die Werte der Standarddatensétze sind zumeist auf zwei Stellen hinter
dem Komma gerundet. Das gilt ebenso fiir alle in diesem Kapitel gelisteten Werte. Diese
Diskretisierung beinflusst jedoch das Ergebnis eines KS-Test negativ, weshalb dafiir die

Daten zuvor um % ihres kleinsten Abstandes verrauscht werden.
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4 Evaluierung

4.1 Anwendung der bivariaten Regeln

Die Untersuchung der bivariaten Regeln erfolgt in den Standarddatensétze Olives und
Yeast. Da die Regel [4] eine visuelle Abmessung der Struktur entlang der aufsteigenden
Diagonalen erfordet, werden folgende Rahmenbedingungen fiir die auf die Regel bezoge-
nen Plots festgelegt: das Seitenverhéltnis ist 1:1, die Auflosung betriagt 300dpi und die
Gesamtbreite und -héhe des Plots betragt 7,5cm. Daraus ergibt sich eine Distanz der Ho-
rizontalen im SP von [, = 692 Pixel, also 5,86¢m, sowie eine Hohe der Dimensionsachsen
im PCP von d4 = 745 Pixel, also 6,31cm.

4.1.1 Yeast
[

Als erstes werden die Dimensionen V5 und V3 betrachtet. Mit Hilfe der Schemata von
Regel [3] erkennt man in Abb. die elliptische Punktwolke mit zum Zentrum abneh-
mender Helligkeit als N <+ N verteilen Cluster. Dies bestéitigt zudem das entsprechende
Schema im PCP, da hier eine rechteckige Form mit linear und parallel zur Horizontalen
abnehmenden Helligkeit erkennbar ist. Eine weitere kleinere Struktur mit elliptischer
Form {iberlagert den Cluster, kann aber wegen der geringen Punktanzahl nicht eindeu-
tig klassizifiziert werden. Zur weiteren Analyse werden beide Strukturen entlang ihrer
kleinsten Dichte im SP getrennt (siehe Anhang: eval/yeast_select23a.csv).

Als geschiitzte Parameter der Verteilungen der Daten des Cluster und der Teststatistik
D des KS-Test ergeben sich folgenden Werte:

Vo ~ D V3 ~ D
U(0,1) 0.23 [U(0,1) 0.22
N(0.52,0.16)  0.02 | A(0.5,0.15) 0.02
~(11,21) 0.05 | ~(11,22) 0.06

Bei beiden Dimensionen weist die geschétzte Normalverteilung die geringste Distanz
auf, und entspricht somit von den drei Verteilungen am wahrscheinlichsten den Daten.
Damit bestétigt der Datensatz das Schema der Normal-zu-Normalverteilung.

Aufgrund der Tatsache, dass der Cluster elliptisch und nicht kreisférmig ist, muss der
Korrelationskoeffizient nach Regel {4] einen durch die Strukturbreite bestimmten Wert
ungleich 0 aufweisen. Zur Schitzung von o* wird V3 invertiert, da die Regel nur fiir
Strukturen mit negativem Anstieg gilt. Die Abb. zeigt die Ausmafle der Struktur
entlang der aufsteigenden Diagonalen im SP und entlang der zentralen Vertikalen im
PCP. Um robuster gegeniiber Ausreiler zu sein, wird nur die Strecke vom zweitkleinsten
zum zweitgrofften Wert abgetragen. Die Lange der Distanzen betridgt im Verhéltnis:

377 403
dsp 692 0.54 und dpcp 745 0.5

!Der Yeast-Datensatz befindet sich mit angepasster Namensgebung und auf [0, 1]-normiert im Anhang
unter eval/yeast_n.csv. Er hat einen Umfang von n = 1484 Werte bei 8 Dimensionen.
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4.1 Anwendung der bivariaten Regeln
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Abbildung 4.1: Anwendung von Regel |3| auf die 2. und 3. Dimension des Yeast-
Datensatzes

Mit d > % liegt der Wert damit geringfiigig oberhalb des empfohlenen Bereiches fiir
normalverteilte Daten. Als geschétzter Korrelationskoeffizient errechnet sich daraus:

0"(0.54) = —0.42

Der korrekte Wert ergibt sich erst nach einem Vorzeichenwechsel, da die Dimension Vj
invertiert wurde. Der tatséchliche Korrelationskoeffizient nach Spearman betragt fiir den
Cluster:

o(V2, Vs) = 0.42

Der Fehler der Schitzung bewegt sich in diesem Fall in der GréSenordnung von 1072
und bestétigt die Regel [4

Zur weiteren Validierung der Schemata von Regel [3] eignen sich noch die Dimensi-
onspaare (V3, Vs) und (Vs, Vy). Im SP der Abb. erkennt man eine gleichschenklige,
dreieckige Form, mit elliptisch zum Nullpunkt der Vs-Achse und Mittelpunkt der Vs-
Achse abnehmender Helligkeit. Dies entspricht dem N < Exp-Schema. Der PCP zeigt
entsprechend die oben abgerundete, sonst rechteckige Form mit dem linearen dunklen
Streifen vom Mittelpunkt der V3-Achse zum Nullpunkt der Vs-Achse. Daraus folgt, dass
die Daten von V3 normalverteilt und die von V5 exponentialverteilt sein miissen.

Der SP in Abb. zeigt ebenfalls eine dreieckige Form, diesmal mit einem rechten
Winkel im Nullpunkt beider Achsen. Die Helligkeit nimmt linear und parallel zur Hy-
pothenuse in Richtung des Nullpunktes ab. Im PCP erkennt man die oben abgerundete,
rechteckige Form, die auf der unteren Seite durch strukturfremde Werte leicht verzerrt
wird. Die Helligkeit nimmt linear und parallel zum Nullpunkt beider Achsen ab. Der SP
und PCP entspricht somit dem Exp <> Exp-Schema, sodass die Daten von V5 und Vj
exponentialverteilt sein miissen.

Die Ergebnisse der KS-Tests sind:
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1
0.8
0.6
o«
2
0.4
0.2
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
V2 V2 V3
(a) SP, 45 = 0.54, o* = —0.42 (b) PCP, 45 = 0.54, ¢* = —0.42
Abbildung 4.2: Anwendung von Regel auf die 2. und 3. Dimension des Yeast-
Datensatzes
Vi ~ D Vs ~ D Vo ~ D
U0,1) 0.30 | U4(0,1) 0.45 | U(0,1) 0.50
N(0.42,0.14) 0.05 | N(0.26,0.14) 0.14 | M(0.28,0.11) 0.26
~(8.9,21) 0.04 | (3.6, 14) 0.08 | v(6.8,24) 0.29

Die Dimension V3 hat zur geschitzten Gammaverteilung die geringste Distanz. Dieser
1

Wert wird allerdings wegen £ > 2 verworfen. Damit weist die Normalverteilung die
geringste Distanz auf, wodurch ein Teil des N' <> Exp-Schema bestitigt ist. Bei der
Dimension Vi weist die Gammaverteilung ebenfalls die geringste Distanz auf. In diesem
Fall betrégt das Verhiltnis ihrer Parameter £ < % und wird nicht verworfen, sodass die
andere Seite des N <+ Exp-Schemas und eine Seite des Exp <+ Exp-Schemas bestitigt
wird.

Der KS-Test ergibt fiir Vy durchweg hohe Distanzen, wobei die Normalverteilung den
geringsten Wert hat. Die Vermutung liegt nahe, dass die strukturfremden Werte unter-
halb des Maximum (siche Abb. einen zu starken Einfluss auf den KS-Test haben.
Wenn man die Ausreifler durch eine Trennlinie knapp unterhalb des Maximums abtrennt,
verschlechtert sich der Wert der Distanz entgegen der Annahme auf (7.3, 26) : 0.29. Das
Problem stellt hier die stark ausgeprégte Diskretisierung der Werte dar, die man in der
Abb. an der horizontalen Linienbildung erkennt. Das Hinzufiigen eines Rauschens im
Umfang der Distanz der horizontalen Liicke ergibt dann einen entsprechend verbesserten

Distanzwert von (1.6, 10) : 0.05(siche Anhang: eval/yeast_9_new.csv).
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eval/yeast_9_new.csv

4.1 Anwendung der bivariaten Regeln

2 2 g g &
: i PR
V3 V5 V5 V5
(a) SP, N +» Exp (b) SP, Exp < Exp (c) SP, Ausreisser (d) SP, Rauschen

V3 V5 V5 V9 V5 Voa V5 Vb
(e) PCP (f) PCP (g) PCP (b) PCP

Abbildung 4.3: Anwendung von Regel |3| auf die 2. und 3. Dimension des Yeast-
Datensatzes
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4 Evaluierung

4.1.2 lIris
B

Das Dimensionspaar Vi, V, weist nach Abb. zwei visuell trennbare Strukturen im
SP auf. Laut Regel[5|14sst sich jede im SP mogliche Clustertrennung auch im PCP durch-
fithren. Der PCP zeigt jedoch keine Méglichkeit zur Selektion eines Hintergrund-Cluster-
Hintergrund-Bereichs. Es existieren nur die Hintergrund-Uberlagerung-Hintergrund- so-
wie Cluster-Uberlagerung-Cluster-Bereiche. Dies bestiitigt Regel , da sich der links-
obere Cluster im SP fast vollstéindig in der konvexen Hiille aus der Vereinigung des
rechts-unteren Clusters mit der absteigenden Diagonalen des MUR der gesamten Struk-
tur befindet, und somit im PCP ebenfalls innerhalb der konvexen Hiille seiner Linien-
biindel verschwindet.

Eine Invertierung der V3-Achse dndert die Anordnung der Cluster, sodass sich ihre
konvexen Hiillen im SP und damit auch im PCP nur noch teilweise iiberlagern. Dadurch
entsteht die Moglichkeit der Selektion eines Hintergrund-Cluster-Hintergrund-Bereiches,
sodass die Cluster gekennzeichnet werden konnen (siehe Abb. [£.4b. Die Abb. zeigt
gegeniiberstellend die Clusteranalyse mittels DBSCAN bei einem Epsilonwert vom drei-
fachen Mindestabstand der Punkte.

4.1.3 Olives
Fl

Die Dimensionspaare (Vg, Vy) und (V7, V5) des Olives-Datensatzes zeigen im ersten
Fall eine lineare und im zweiten Fall eine punkférmige Struktur. Nach Regel 4] muss
der Korrelationskoeffizient der linearen Struktur einen hoheren absoluten Wert als die
punktformige Struktur haben. Der Wert der punktformigen Struktur muss gegen 0 gehen.
Zur Untersuchung werden die beiden Cluster jeweils von den restlichen Daten getrennt
(siehe Anhang: eval/olives_89_cl.csv und eval/olives_78_cl_1.csv).

Die Abb. zeigt die Strukturausmafle im SP und PCP der fiir das Dimensionspaar
(Vs, Vo). Hierbei ergeben sich als relative Strukturbreiten die Werte:

300 324

dsp 692 0.43 und dpcp 745 0.43

Daraus ergibt sich als geschétzer Korrelationskoeffizient mit vertauschtem Vorzeichen:
07(0.43) = —0.63
bei einem tatséchlichen Koeffizienten nach Spearman von:

o(Vk, Vo) = 0.60

2Der Iris-Datensatz befindet sich mit angepasster Namensgebung und auf [0, 1]-normiert im Anhang
unter eval/iris_n.csv. Er hat einen Umfang von n = 150 Werte bei 4 Dimensionen.

3Der Olives-Datensatz befindet sich mit angepasster Namensgebung und auf [0, 1]-normiert im Anhang
unter eval/olives_n.csv. Er hat einen Umfang von n = 572 Werte bei 9 Dimensionen.
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eval/olives_89_cl.csv
eval/olives_78_cl_1.csv
eval/iris_n.csv
eval/olives_n.csv

4.1 Anwendung der bivariaten Regeln

ivV2

V1

(a) SP, original (b) SP, Cluster, visuell (c¢) SP, Cluster, DBS-
CAN

V1 V2 Vi iv2 V1 iv2
(d) PCP (e) PCP (f) PCP

Abbildung 4.4: Anwendung von Regel 2l und Regel |5 auf die 1. und 2. Dimension des
Iris-Datensatzes
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1
0.8
0.6
[=2]
=
0.4
0.2
0
0 02 04 06 08 1
V8 V8 Vo
(a) SP, 4= = 0.43, o* = —0.63 (b) PCP, 45 = 0.43, ¢* = —0.63

Abbildung 4.5: Anwendung von Regel auf die 2. und 3. Dimension des Yeast-
Datensatzes

Damit weicht der geschétzte Wert im Gegensatz zur Berechnung im Yeast-Datensatz vom
tatsdchlichen Wert leicht ab. Das kann darauf zuriickgefithrt werden, dass die Struktur
nicht komplett dem zugrundeliegenden, symmetrischen Modell der Gleich- bzw. Normal-
verteilung (quadratisch, bzw. kreisférmig) entspricht.

Fiir das Dimensionspaar (Vz, V5) sind die Strukturausmafle in Abb. abgetragen.
Das Léngenverhéltnis betrégt dann:

482 516
SP 692 0.7 un PCP 745 0.69

Der Unterschied zwischen beiden Werten ergibt sich aus dem leicht zur Vi-Achse ver-
schobenen Kreuzungsbereich des PCP. Die Annéherung des Korrelationskoeffizienten
betragt

0°(0.7) = —0.15
und weicht damit ebenfalls vom tatsdchlichen Wert ab
o(V7,Vg) = 0.11
Dabei riithrt dieser Fehler schon daher riihrt, dass die relative Strukturbreite mit 0.7

auBerhalb des empfohlenen Bereiches fiir normalverteilte Daten liegt.
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0.8

0.6

iv8

0.4

0.2

V7 V7 V8
(a) SP, 42 = 0.7, o = —0.15 (b) PCP, 45 = 0.69, ¢* = —0.16
Abbildung 4.6: Anwendung von Regel auf die 2. und 3. Dimension des Yeast-
Datensatzes

4.2 Anwendung der multivariaten Regeln

4.2.1 Olives

Die Validierung der Regel [6] erfolgt im Olives-Datensatz. Der Regel entsprechend sind
solche 3-dimensionale Plots interessant, die eine lineare Struktur aufweisen. In dem Fall
korrelieren 2 Dimensionen stark zueinander, und die dritte Dimension schwach zu den
beiden anderen. Die Betrachtung aller 3-dimensionalen Kombinationen zeigt diese inter-
essante Struktur fiir (Va, Vi, Vs), (Va, Vs, V7) und (Va, Vs, Vo) (siehe Abb. 1.7k, b, c). Hier
ist zu beachten, dass fiir V5 und V7 die Cluster Fast-Liguria und West-Liguria, sowie fiir
Vy die Cluster Coast-Sardinia, East-Liguria, Inland-Sardinia, West-Liguria und Umbria
ausgeblendet werden miissen, da diese einen Storeinfluss haben.

Die lineare Struktur hat einen Endpunkt stets auf der Geraden zwischen V5, und Vi,
weshalb diese die beiden stark korrelierenden Dimensionen sein miissen. Dieses Ergebnis
wird durch die Berechnung von Spearmans Korrelationskoeffizienten bestétigt.

o(Va, V) = 0.80

Weiterhin muss nach Regel [6] entsprechend dem Schema fiir den 5-dimensionalen Fall
ein Eckpunkt in Richtung der korrelierenden Dimensionen zeigen. Dies ist auch nach
Abb. [L.7d der Fall, wodurch die Regel fiir positive Korrelation bestétigt wird.

Invertiert man die Dimension V5 oder V5 erhélt man eine negative Korrelation, fiir
die der zweite Teil von Regel [0] gelten muss. Die Abb. [1.8a,b und ¢ zeigen jedoch vom
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N
N

(a) RVP (b) RVP (c) RVP (d) RVP

Abbildung 4.7: Validierung der Regel @ mittels Olives-Datensatz

(a) RVP (b) RVP (c) RVP (d) RVP

Abbildung 4.8: Validierung der Regel @ mittels Olives-Datensatz

Schema abweichende Formen oder eine fehlende Parallelitét zu den negativ korreliernden
Dimensionen. Nur die Abb. [£.8d, welche alle 5 Dimensionen darstellt, entspricht dem
Schema der Regel [6} die Hauptachse der elliptischen Struktur ist parallel zur Geraden
zwischen den Ankerpunkten der negativ korrelierenden Dimensionen und die Dichte fallt
zur Gerade flacher und entgegengesetzt steiler ab.
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5 Zusammenfassung

In der Diplomarbeit wurden Analyseregeln aufgestellt, die sich durch die Untersuchung
modellierter synthetischer Datensétze und dem Zusammentragen besonderer Merkmale
abgeleitet haben. Die Regeln umfassen Schemata zur visuellen Abschétzung der Art der
Verteilung und des Korrelationskoeffizienten im SP, PCP und RVP, sowie eine regelba-
sierte visuellen Vorgehensweise zur Clusterung von Daten im PCP. Durch die Anwendung
auf reale Standarddatenséitze und der Gegeniiberstellung der ermittelten Ergebnisse zu
den tatséchlichen Eigenschaften, wurden die Analyseregeln fiir den praktischen Einsatz
validiert.

5.1 Schlussfolgerungen

Es hat sich gezeigt, dass solche Zusammenhénge zwischen Daten und auffalligen Merk-
malen in verschiedenen Visualisierungstechniken existieren, iiber welche objektive Aus-
sagen getroffen werden kénnen. Damit kann nicht nur die vorherrschende Autodidaktik
in diesem Bereich reduziert werden. Es wird auch allgemein die Datenexploration er-
leichtert, indem eine rein visuelle Bestimmung von statistischen Eigenschaften erfolgen
kann. Das beschleunigt die visuelle Analyse durch den Verzicht auf Zahlen und der Fo-
kussierung auf die intuitive Mustererkennung der erarbeiteten Schemata, bei trotzdem
hoher Signifikanz.

Ein weiterer Vorteil ergibt sich durch die Schétzung des Korrelationskoeffizienten auf
Basis der Strukturbreite. Hat man zwei sich {iberlappende Cluster, aber keine Kenn-
zeichnungen der einzelnen Zugehorigkeiten, kann man den struktureigenen Koeffizienten
nicht ohne Einfluss durch die in diesem Fall verlustbehafte Trennung der Cluster berech-
nen. Eine Schitzung anhand der erkennbaren Strukturbreite wiirde hier einen genaueren
Wert liefern.

5.2 Einschrankungen

Nachteilig anzusehen, ist der erforderliche relativ hohe Umfang an Werten um zwei-
felsfrei erkennbare Formgebung und Dichteverldufe darzustellen. Die Untersuchung der
Standarddatensétze hat im Allgemeinen gezeigt, dass die Anzahl der Daten teils zu ge-
ring waren, um die Schemata zuzuordnen. Des Weiteren haben auch Rundungen die
Wahrnehmung beeinflusst, da so die stetige Komponente fiir einen liickenfreien Dich-
teverlauf fehlt. Im Speziellen ist die Abschétzung des Korrelationskoeffizienten bei den
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5 Zusammenfassung

héufig anzutreffenden normalverteilten Daten nicht robust gegeniiber der unsauberen
Strukturgrenzen aufgrund eines geringen Datenumfangs.

5.3 GegenmaBnahmen

Beziiglich der visuellen Schétzung des Korrelationskoeffizienten von normalverteilten
Daten muss ein besseres Modell, als das von der Gleichverteilung hergeleitete Modell
der Strukturbreite. Die néchstliegende Mo6glichkeit ist, den Strukturmittelpunkt in die
Schatzung mit einzubeziehen, da dieser sich durch das dortige Dichtemaximum abzeich-
net. Auf der anderen Seite konnen zum einen die Daten vorbehandelt werden, indem
angemessenes Rauschen und Zwischenwerte interpoliert werden. Dies entkréftet die Dis-
kretisierung durch eventuelle Rundungen und erhohte den Datenumfang fiir klare Struk-
turformen und Dichteverldufe. Zum anderen kénnen auch die Visualisierungstechniken
beziiglich dieser Problematik weiter entwickelt werden, sodass diese auch bei wenigen
Werten ein stetiges Dichtefeld generieren.

5.4 Erweiterungen

Die vorgestellten Schemata kénnen in Datenexplorationsprogrammen als frei bewegliche,
skalier- und rotierbare transparente Schablonen implementiert werden. Durch eine ma-
nuelle Anpassung der Freiheitsgrade, konnen die Schablonen vom Anwender interaktiv
iiber den gerade visualisierten Datensatz platziert werden, um somit dem Schema ent-
sprechende Bereiche ausfindig zu machen. Ein im bestimmten Umfang automatisiertes
Anpassen der Freiheitsgrade an die unterliegende Struktur kann den Explorationsvor-
gang dabei vereinfachen.

Die Schemata beziiglich der Korrelation zwischen den Dimensionen in der Radviz-
Visualisierung kénnen als Grundlage fiir ein Quality-Measure dienen. Damit kann die
beste Ordnung der Ankerpunkte hinsichtlich der Darstellung korrelierter Dimensionen
gefunden werden.

5.5 Ausblick

Die weitere Forschung im Bereich der Analyseregeln fiir Visualisierungen von hochdimen-
sionalen Datensétzen sollte auf langer Sicht die Erarbeitung eines standardisierten, allge-
meingiiltigen und maschinenverstandlichen Regelwerks als Ziel haben. Dadurch kénnte
sich die Problematik des eigenstdndigen Erlernens subjektiver Regeln vermindern und
es wiirden sich neue Quality-Measures ergeben. Dazu miissen einerseits die hier genann-
ten Techniken tiefgriindiger, aber anderseits auch ein breiteres Spektrum an weiteren
Methoden untersucht werden.
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